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PREFACE. 


Les Legons que je publie aujourd’hui representent une 
jartie de Fenseignement que je donne depuis plus de dix ans 
i la Faculte des Sciences. C’est a Fintention de nos etu- 
liants que je les ai redigees : pour les candidats au certificat 
ie Calcul dijferenliel et Caleul integral, elles correspon- 
ient a une division importante du programme ; les candidats 
lu certificat de Geomilrie sugerieure y trouveront les ele- 
Tients des di verses theories dont ils doivent 4tudier quelques- 
anes en detail. 

Mais il m’a paru aussi qu’il y avait interet, en dehors des 
lecessites de tel ou tel examen, a rassembler des verites qui, 
ians les cours et dans les livres, sont le plus souvent disse- 
Tiiinees, pour en constituer un corps de doctrine, qui Mt 
aomme la partie eltoientaire de la Geometric nouvelle qu’ont 
nstituee Monge et Gauss. 

L’examen approfondi qu’exigent les principes de cette 
science ne pouvant trouver place dans un Ouvrage de la 
lature de celui-ci, j’ai presente en quelques pages les gene- 
'alites indispensables, tant pour donner i mon exposition 
ia marque et son unite, que pour appeler Fattention sur un 
iujet important. Certaines des definitions adoptees sont assez 
Darticulieres, de sorte que souvent nos conclusions subsiste- 
'aient, vcnant apres des hypotheses raoins restrictivcs ; mais 
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VI PREFACE. 

j’ai voulu n’avoir a invoquer que des propositions d’ Analyse 
bien connues et conduisant a des demonstrations simples. 

Si j’ai dll, a cause du but que je m’etais assigne, passer 
sous silence bien des questions, j’ai tache d’en preparer 
Telude ulterieure, et de ne laisser aucune ombre sur celles 
c|ue je traitais. Aussiai-je remplace maintes fois les solutions 
classiques par d’autres, qui m’ont paru plus satisfaisantes, 
et donne la plus grande attention aux questions de signe; 
enfin, j’ai cherche a ecrire clairement et avec correction. 

Ce livre, ai-je dit, s’adresse a ceux qui apprennent; mais 
je serais heureux si ceux qui savent, venant a y jeter les yeux, 
y trouvaient matiere a penser. 
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CHAPITRE PREMIER. 

REPRESENTATION ANALYTIQUE DES GOURDES ET DES SURFACES. 


I. — Courbes planes ; point simple. 

1. Une courhe plane est, par definition, le lieu des points du 
plan donl les coordonn6es cart6siennes (5:,y) satisfont a une Equa- 
tion F (^,^) = o, la fonction F Etant dEveloppable par la formule 
de Taylor aux environs de tout point (.Tq, y^o) ofi elle est nulle, 
sauf de certains points exceptionnels isolEs. 

Un point (^ojJKo) estdit point simple d’une courbeF(;r,jK)~o 
si, aux environs de ce point, la fonction F est dEveloppable par la 
formule de Taylor et si, de plus, ses dErivEes partielles du premier 
ordre ne sont pas nulles toutes les deux en ce point. 

D’aprEs cela, Tune des coordonnEes de la courbe est une fonc- 
tion continue de I’autre aux environs de tout point simple. Soit, 
en eflfet, F^^^^ o par exemple. On sait que I’Equation 

definit, pour toutes les valeurs de x comprises dans un certain in- 
tervalle, une fonction y qui, dans tout cet intervalle, est dEve- 
R. I 
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loppable suivant les puissances entieres de ^ — et qui, pour 
X = prend la valeur yo, 

II convient le plus souvent de definir une courbe comme ^tant 
lelieu des positions d’un point dont les deux coordonn^es cart^- 
siennes sont des fonctions continues d’une variable ind^pen- 
dante u. Ces deux fonctions sont supposees developpables par la 
formule de Taylor aux environs de toute valeur u comprise dans 
un certain intervalle, sauf de certaines valeurs isolees. On dit 
alors qu’un point (^o» JKo) est un point simple d’une courbe si les 
coordonnees de tout point de la courbe, situe a I’interieur d’un 
cercle d^crit de ce point comme centre avec un rayon d^termin^, 
peuvent etre representees par un seul et meme systeme de deux 
fonctions f\ (u)^ prenant respectivement les valeurs Xq 

et y^ pour u == Wq, soient, pour des valeurs suffisamment voisines 
de Uq^ developpables en series entieres proc^dant suivant les puis- 
sances de u — i/oi 

(2) i ^ ~ 

( y =A(u) =ro-^ — Wo) H- 62 (w — Wo)2+. . .. 

et telles que leurs derivees premieres ne soient pas nulles toutes 
les deux pour u = 

Ces definitions de la courbe plane et de ses points simples s’ac- 
cordent avec les definitions precedentes. En effet, considerons une 
courbe representee aux environs d’un point (^o?JKo) par I’equa- 
tion (i) ou Ton suppose ^ o. Nous avons vu que I’ordonneey 
de cette courbe est developpable en une serie procedant suivant 
les puissances de x — Xq, Si done on prend pour x une fonction 
arbitraire d’une nouvelle variable u, developpable suivant les 
puissances entieres de u — Mq? telle que la premiere des series (2), 
la fonction y prendra la forme de la seconde des series (2), et 
I’on pent evidemment to uj ours choisir pour x un developpe- 
mentou le coefficient soit different de zero. Ainsi, les defini- 
tions qu’exprime I’equation (i) entrainent celles qu’expriment les 
equations (2). 

Reciproquement,du systeme (2) ounous supposons par exemple 
Ui ^ o, on tire pour u — ^ne fonction developpable suivant les 
puissances de ^ — Xq; si I’on substitue cette expression de u — Uq 
dans la serie/o(w), on obtient poury/- une serie procedant sui- 
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vant Jes puissances entieres de x — a done une equation 

de la forme 


O = F(a:,7) = —(y — — a?o)4- C2(^ — 

qui rentre visiblement dans le type (i), le coefficient de jk — yo 
au moins etant different de zero. Ainsi, les definitions qu’ exprime 
le systeme (2) entrainent les premieres. 

Un point (xq^ yo) est dit point multiple d’ordre n d’line courbe 
F(^5JK) = o si, aux environs de ce point, la fonction F est d^ve- 
loppable par la formule de Taylor et si ses deriv^es partielles des 
n — I premiers ordres sont toutes nulles en ce point, mais non 
celles de Tordre n, 

Dans ce cas, le developpement (i) commence par des termes 
d’ordre n en x — x^ et y — y^. On sait que, quand il en est ainsi, 
on pent repr^senter tons les points de la courbe qui avoisinent le 
point (^ojJKo) par un ou plusieurs systemes de developpements 
tels que (2), dans chacun desquels les coefficients et b\ peuvent 
4 tre nuls tous les deux, et le sont necessairement si un seul sys- 
teme de developpements suffit. 

2 . Remarque. — On dit que les formules (2) fournissent une 
representation parametrique d’une courbe. D’une telle repre- 
sentation, il est evidemment possible d’en deduire une infinite 
d’autres. Il suffit, en effet, de remplacer la variable 11 par une 
serie entiere par rapport a une autre variable p, dont les coeffi- 
cients seront quelconques. On aura ainsi de nouveaux develop- 
pements 

( 3 ) y = 

analogues aux formules (2). 

Mais il arrivera frequemment que, pour tout point (^ojjKo) 
la courbe, les equations ( 3 ) admettront plusieurs solutions com- 
munes , (^o, . . . , p,2. Alors les coordonnees des points voi- 

sins de (^o?JKo) seront representees par n couples de series en- 
tieres procedant respectivement suivant les puissances de p — p^, 
de p — P2, . . ., de p — P/z ; en sorte que tout point simple (^oj^o) 
perdra, en apparence au moins, le caractere d’un point simple. Il 
est visible en effet que, si les equations (2) n ont qu’une solution 
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commune u = Uq pour x = =yoi si Ton prend pour u un 
polynome entier P(p) du degr6 n, les n racines • • • ? de 

I’eqaalion P(c^) = 1^0 seront communes aux equations (3) pour 
x=zXf^^y=y^.ljOv^(\VL^k tout poz/z^ d’une courbe correspondent 
pliisieurs valeurs du param^tre en fonction duquel ses coordon- 
nees sont exprimees, on dit que Ton a une repj'esentation 
propre de cette courbe. On reserve le nom de representation 
normale a celles qui ne font correspondre a chaque point de la 
courbe (sauf des points isoles bien entendu) qiHune seule valeur 
du parametre. II est Evident qu’on pent toujours, quand le point 
(^o> JKo) 6st un point simple, obtenir une representation normale 
des points qui Favoisinent par des series telles que les series ( 2 ), 
en procedant comme nous Favons fait pour deduire ces formules 
de Fequation (i); en particulier, il suffira de prendre pour x une 
fonction lineaire de u. Mais, meme si Fon prend au hasard la 
fonction f{{u)^ ce qui determine la fonction /o(w), les equa- 
tions ( 2 ) auront une solution commune quand {cc^y) sera un point 
de la courbe (i), et elles n’en auront generalement pas d’autre. 
Dorenavant, toute representation paramitrique dont nous fe- 
rons usage sera supposee normale^ Nous etendrons d’ailleiirs cette 
qualification aux representations parametriques fournies par des 
fonctions periodiques, telles que celle du cercle 


a: = R cos 


CO ’ 


= R sin 


^T.U 

to 


A un point de la courbe correspondent des valeurs en nombre 
infini du parametre; mais ces valeurs forment une progression 
arithmetique ayant pour raison la periode o), en sorte qu’il n’y en 
a qu’w/ze dans un intervalle egal a la periode, intervalle ou il 
suffit de faire varier le parametre u pour obtenir tons les points 
de la courbe. Une pareille representation est sans inconvenients 
et peut etre traitee de representation normale. 


II. — Cotmbes de Fespace ; point simple. 

3. Une courbe de Vespace est le lieu des points de Fespace 
dont les trois coordonnees cartesienties {x,y^ z) sont des fonc- 
tions continues d’une variable u\ on suppose ces trois fonctions 





developpables par la formule de Taylor aux environs de toute 
valeur u comprise dans un certain intervalle, sauf de certaines va- 
leurs isolees. Rlen n’empeche d’ailleurs que la coiirbe ainsi de- 
finie ne soil tout entiere trac^e sur un plan; dans le cas contraire 
elle est appelee courbe gauche. 

On dit qu’un point ^o) un point simple d’une courbe 

si les coordonnees de tout point de la courbe situe a I’int^rieur 
d’une sphere, d^crite de ce point comme centre avec un rayon 
determine, peuvent etre represent^es par un seul et meme sys- 
teme de trois fonctions {u)^ prenant respec- 

tivement les valeurs pour u = Uq^ soient, pour des va- 

lours suffisammentveisines de developpables en series entieres 
procedant suivant les puissances de u — zZq? 

I X = fi{u) Xq ai{u — Uq) — Uq)- , 

( 4 ) ly =f2{n) =yo — Uq) 4- 

( -3 = J ^3 ( U ) = JSq -h Ci{u — Uq) C^{ll — 4“ . . . j 

et telles que leurs d^riv^es premieres ne soient pas nulles toutes 
les trois pour u= Uq, 

Si, pour representer tons les points de la courbe voisins de 
(^ojJKoi -^o)} faut emiplojev plusieurs systemes de trois develop- 
pements tels que (4), on un seul systeme de cette forme, mais dans 
lequel a^, et sont nuls tons les trois, le point est 

dit point multiple. 

Voici la raison des diverses hypotheses que nous venons de 
faire. Sans qu’il soil necessaire d’avoir defini ce que nous enten- 
drons par le mot surface, il est evident qu’une equation telle 
que (i) ou un systeme tel que ( 2 ), ne contenant que les deux 
coordonnees x. y^ repr^sente tons les points de Fespace qui se 
prqjettent sur le plan des xy suivant une certaine courbe (C^); 
en d’autres termes, tons les points d’un cylindre dont les gene- 
ratrices sont paralieies a Faxe des z. Si la section (Cs) de ce cy- 
lindre ne pr^sente que des points simples, aucune generatrice 
n’appartiendra a deux portions differenles du cylindre, tandis que, 
si deux branches de la section (C^) se croisent en un point M, la 
generatrice qui passe en ce point sera commune a deux nappes 
du cylindre. Cela pose, dans les equations (4) qui d^finissent une 
courbe (C) de Fespace, supposons par exemple C{^o] on sait 
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qu’alors u est une fonction de developpable aux environs de 
suivant les puissances entieres de -s — Zq> Portons son expression 
dans les deux premieres equations (4); nous obtiendrons deux 
equations, I’une entre x et Tautre entrej/ et savoir 

^ = a?o -+* ai(5 — 5o)-+-“2('S — • ••» 

— 4;o)4-p2(5 — 

qui representeront deux cylindres, I’un parallele a I’axe des 
I’autre a I’axe des x {cylindres projetants de la courbe consi- 
deree); les directrices de ces cylindres serontles projections (Cj-) 
et (Cor) de la courbe sur les deux plans y = o el x => o. Or nous 
avons suppose expressement que tons les points de (C) voisins 
de JKoj ^o) etaient representespar le systeme (4) ; par suite, 

tous les points de (C^) et de (C^), voisins des projections Mj 
et Ma: de M, sent representes par les deux equations ci-dessus, 
en sorte que chacun de ces points est un point simple (n° 1) pour 
la courbe dont il fait partie. Ainsi, la generatrice de (C^), qui pro- 
jette le point M de (C) en M^, n’appartient qu’a une seule nappe 
de ce cylindre*, il en est de m^me pour la generatrice de (C^) qui 
projette le point M en Ma*. Des lors, on voit que la courbe (C), 
qui est tracee a la fois sur ces deux cylindres, n’aura qu’une seule 
branche passant par le point M; e’est pourquoi ce point est dit 
point simple. 

Si les formules (4) font correspondre, a tout point simple de 
la courbe (C) qu’elles definissent, une seule valeur de u^ on dit 
qu’elles fournissent une representation normale de (G); dans le 
cas contraire, la repi'esentation est dite impropre, 

4. Remarque. — D’apres les definitions du point simple, que 
la courbe soit plane ou gauche, on voit que si deux points simples 
M et M' d’ une courbe correspondent a deux valeurs infiniment 
voisines u et u + Lu du parametre, la distance de ces deux points 

(AjK)2-h (A5j2 = (Ci Aw -f- . . 

est un infiniment petit du meme ordre que Az/, puisque le second 
membre, divise par Lu^ tend vers expression qui 

ne pent etre nulle, Tun au moins des termes soumis au radical etant 
different de zero. 
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HI. — Surfaces; point simple. 

S. Une surface est, par definition, le lieu des points de I’es- 
pace, dont les coordonn 6 es cartesiennes (^, JK? satisfont a une 
equation z) = o, la fonction F etant d^veloppable par la 

formule de Taylor aux environs de tout point <^0) ou elle 

est nulle, sauf de certains points exceptionnels, isol^s ou formant 
des suites continues isolees. 

Un point JKo> ^0) est dit point simple d’une surface 
F(^,y, z') = o si, aux environs de ce point, la fonction F est 
deveJoppable par la formule de Taylor et si, de plus, ses derivees 
partielles du premier ordre ne sont pas nulles toutes les trois en 
ce point. 

II suit de la que I’une des coordonnees de la surface est une 
fonction continue des deux autres aux environs de tout point 
simple. Soit, en effet, F^^ ^ o par exemple. On sail que I’^quation 

(5) 0 = F(^,y,-) = 

definit, pour toutes les valeurs de ss et y comprises dans un cer- 
tain domaine, une fonction z qui dans tout le domaine est deve- 
loppable suivant les puissances de ^ — ssoeldey — yo? et qui, 
pour X =.Xq, y — jKo? prend la valeur Zq. 

Dans beaucoup de questions, il convient de considerer une 
surface comme ^tant le lieu des positions d’un point dont les trois 
coordonnees cart^siennes sont des fonctions continues de deux 
variables independantes u, Ces trois fonctions sont supposees 
d^veloppables par la formule de Taylor aux environs de tout 
couple {u^ p) appartenant a un certain domaine, sauf de certains 
couples exceptionnels, isoles ou pouvant former des suites conti- 
nues Isoldes. Si Ton considere w, comme les coordonnees d’un 
point figure dans un plan auxiliaire, les d^veloppements seront 
supposes possibles aux environs de tout point de ce plan, sauf de 
certains points isoI^s, ou formant dans ce plan des suites isolees. 

On dit alors qu’un point yo, Zq) est point simple d’une 
surface si les coordonnees de tout point de cette surface, situ^ k 
I’intdrieur d’une sphere decrite du point {xo^yo,J^o) comme 



CHAPITRE PREMIER. 


8 

centre avec un rayon determine, peuvent ^tre representees par 
iin seiil et mime systeme de trois fonctions de deux param^tres 

( 6 ) 

qui, prenant respectivement les valeurs ^o?JKo3 pour u= Wq? 
vz=i Pq, soient, aux environs du couple <^o)j d^veloppables en 
series entieres procedant suivant les puissances de u — Uq et 
de — 

( 7 ) =/t(M, tj) = a?o-4-ai(K— Mo) -f- — 

(8) =roH-^ 2 (Z^“ — Po) *+••••. 

(9) 'S=:/3(^^, p) := ZQ-haz{U — lh) H" — 4-. 

et telles en outre que les determinants fonctionneU 
y'u^vi y ^u.yvi 

ne soient pas mils tous les trois pour u = ^ = ^o* 

Ces definitions des surfaces et de leurs points simples s’ac- 
cordent avec les definitions precedentes. Considerons, en effet, 
une surface representee aux environs d’lin point (^o?yo) 
reqnation ( 5 ) ou. Ton suppose F'^p^o. Nous avons vu que la 
coordonnee s de ceite surface est developpable en une serie pro- 
cedant suivant les puissances de — Xq et dey — yo 

(5)' ^ = 5o^-a(a7 — a?o)-i- P(y— yo) H-. ... 

Si done on prend pour ety deux fonctions de u et 0 develop- 
pables sous les formes (7) et (8), en les substituant dans Pexpres- 
sion ( 5 )' de s, on obtiendra un developpement de la forme (9) et 
Ton pourra choisir les deux fonctions ^ et y de telle fagon que 
I’un au moins des trois determinants 


soil different de zero ; car, si Ton pose en particulier^ = y = 
le premier de ces determinants se r^duit k Punit^. Ainsi, les defi- 
nitions qu’ exprime Pequation ( 5 ) entrainent celles que nous avons 
donnees ensuite. 

Reciproquement, partons des equations (7), (8), (9) ou nous 
supposerons, par exemple, h % — 72^ 0. Les deux premieres 

definissent deux fonctions p qui se reduisent respectivement 
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a Uq et pour x = y^zy^ et qui, dans le voisinage de ce 
point, sont developpables par la formule de Taylor 

u = Mo-Hai(a 7 — ^o)-+- Pi 0^—70)-^* 
p = t'o + aaCy— ro)“*-P2(j^"— 

Portant ces valeurs dans la serie (9), on aura z d^velopp^ suivant 
les puissances de x — ^0 et de^ — yo; c’est la une equation de 
la forme ( 5 ), 

o = F(x, y,z) = — (^ — 5o)-f-a(a?~a:o)4- — 

Deduite de formules qui, par hypo these, I'epr^sentent tons les 
points de la surface voisine de (^o>yo) ^0)^ cette equation les re- 
pr^sente tous egalement, de sorte que le point est un point simple 
de la surface, pihsque I’une au moins des d^rivees partielles de F 
estdifferente de z 4 ro ence point, se reduisant a — i, Ainsi, les 
definitions donn^es en second lieu pour une surface et ses points 
simples entrainent celles qu’ exprime I’equation ( 5 ). 

Un point ^0) ^st dit point multiple d’ordre n d’une 

surface F = o si, aux environs de ce point, la fonction F est de- 
veloppable par la formule de Taylor et si ses derivees partielles 
des n — I premiers ordres sont toutes nulles en ce point, mais 
non celles de Pordre n. 

Dans ce cas, le d^veloppement ( 5 ) commence par des termes 
d'ordre n en x — y — jko et — Zq. On sait que, quand il en 
est ainsi, on pent repr^senter tous les points de la surface qui 
avoisinent le point -^0) un ou plusieurs syst^mes de 

d^veloppements tels que (7), (8), (9), dans chacun desquels les 
determinants 

€i\h^ — (X^h^ — <x%hi — 

peuvent etre nuls tous les trois, et le sont necessairemenl si un 
seul systeme de developpements suffil. 

6. Voici comment on est conduit a la representation para^ 
metrique des surfaces que nous venons d’^tudier. On pent consi- 
derer une surface comme engendree par une courbe, variable de 
forme et de position. Or, une telle courbe est representee par 
trois equations du type (6), 

(6) P), y=/2(w, p), z=fz{u,v)\ 
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ear, Pun des deux parametres, par exemple, ^tant fixe, si Pon 
fait varier w, le point (sc, y, z) d 6 crit line certaine courbe et, siii- 
vant les valeurs qu’on altribue successivement a cette courbe 
se deplace et se d^forme. Elle engendre une surface qui est re- 
pr^sentee par les formules ( 6 ), et nous avons indique un moyen 
theorique de former P^quation cartesienne de cette surface aux 
environs de chacun de ses points simples. L’^limination de ic et r 
entre les Equations ( 6 ) peut ^tre concue comme effectuee, mais 
elle n’est presque jamais n^cessaire. Ces parametres ont recu le 
nom de coordonnees cur^^ilignes, qui rappelle qu’a toute valeur 
attribuee a Pun d’eux correspond une courbe trac 6 e sur la sur- 
face. Les deux systemes de courhes coordonnees a = const, et 

= const, constituent par leur ensemble ce que Pon appelle im 
reseau, 

7 . Remarque . — II existe evidemment pour toute surface une 
infinite de representations param^triques; car une surface pent, 
d’une infinite de mani^res diffdrentes, ^tre consider^e comme en- 
gendr^e par une courbe variable de forme et de position, et, a 
chaque mode de generation, correspond un systeme de coordon- 
nees curvilignes. Mais il suffit d’en connaitre un pour en deduire 
d’autres en tel nombre qu’on voudra. II suffit, en effet, dans les 
formules (6), ou les fonctions f^, f.2, /g sont supposees connues, 
de remplacer u et par deux fonctions arbitraires de deux nou- 
veaux parametres et pour obtenir un nouveau reseau de 
courbes coordonnees = const, et = const. 

En procedant ainsi, on substituera generalement a une repre^ 
sentation normale une representation impropt'e. Supposons 
que les formules (6) fournissent une representation normale d’une 
surface, c’est-a-dire qu’a tout point simple (^^0,70, -o) corres- 
ponde un seul couple ( Wo? On fait le changement de variables 

(10) = = c;'). 

Si les fonctions (f prennent respectivement les valeurs u^, 
et Oq pour u^= u^, ^'<,5 si aux environs de ce couple cha- 

cune d’elles est d^veloppable par la formule de Taylor, les Equa- 
tions (7), (8), (9) donneront pour x, 7, z des sEries entieres en 
u' Uq et p' Pq. Mais, etant donne un point simple (^o?7oj 



-L aju x x xxjqo ViU»JH.J>i:.a Jii uiia &LJtlt ALJib* II 

dela surface, c’est-a-dire un couple unique les equa- 

tions (lo) lui feront g^n^ralement correspondre plusieurs couples 
(^ 4 ? ^'o)? (^n • • • ' car, pour 11=11^ el v = ^o, elles repre- 

sentent dans le plan des u' deux courbes qui, d’ordinaire, se 
coupent en plusieurs points. Ainsi la representation {ul ^ p') sera 
generalement impropre. Nous avons vu d’ailleurs (n'^o) que, 
connaissant liquation cartesienne d’une surface, on pent en de- 
duire une representation parametrique qui sera generalement nor- 
male aux environs de tout point simple, et le sera surement si 
Ton prend pour u et p deux des coord onnees convenablement 
choisies. Ainsi, Von pent toujours supposer les equations ( 6 ) 
telles qu^d tout point simple de la surface corresponde un seul 
couple (u, v). 

Nous n’emploierons dorenavant que des representations nor- 
males. Mais il importe de remarquer qu’une telle representation 
pent ne pas se preter egalement bien a I’etude de toutes les par- 
ties d’une surface, en cessant par exemple d’etre normale pour 
certains points simples, Tel est le cas des formules 

iP = sinzi cos(^, y=sinzfsinp, z = cosu, 
qui donnent tous les points de la sphere 

I, 

quand u varie de z^ro ^ -n: et p de z^ro a 27c, et qu’on peut consi- 
d^rera ce titre (n® 2 ) comme fournissant une representation nor- 
male; pour le point ;r=:jK = o, ^ = i on voitque u est nuK mais r 
est absolument indetermin 6 . 

8 . Exemples, — Nous allons rapporter les quadriques a leurs 
generatrices rectilignes. Considerons d’abord I’hyperboloide 

5! z! _ — - 

ai b'2 c2 “ 

On peut reraplacer son equation par I’un ou I’autre des deux sys- 
lemes 
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Ces qaatre equations se reduisent a trois; en les resolvant par 
rapport a on trouve 

X Mp -T- 1 y ^ ^ ^ — t 

a~^ XJL-^ V ^ b iL c u ^ V 

et I’on voit que les courbes u = const, et les courbes = consl. 
sont les deux systemes de generatrices rectilignes. 

Pour le paraboloide hyperbolique 

X^ y2 

^ = 2^. 

P ^ 


la resolution des deux systemes concordants 


I ^ 


(u) 


X .y _ 

\fp \/q “ 


(0) 


JL ^JL 

'J'p 'Jq 

_f _y_ 

\/p 'Jq 


donne la representation param^trique suivanle 

2ir = //?(?£ -i- t^), — p), 2*: 
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ou le reseau des courbes coordonnees u ■=. const., p = const, esl 
forme des deux systemes de generatrices rectilignes. 


IV. — Courbes trac^es sur uue surface ; intersection 
de deux surfaces. 

9. Si, dans les formules (6) qui definissent une surface, on 
remplace et p par deux fonctions d’un m^me parametre 

u = p = ^2(0> 

propres a definir une courbe plane de coordonnees w et p, les 
expressions de z deviendront des fonctions de remplissant 
les conditions necessaires pour d^finir une courbe de Pespace. 
Cette courbe sera 6videmment situ^e sur la surface (6). 
Reciproquement, une surface etant dejinie par les formules 

a7=/i(M, p), 5=/3 (w, p), 
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toute coiirbe tracee sur cette surface est represenUe par ces 
Jiiemes formules, oCc les variables u et c sont considerees 
comme dependant Vune de Vautre ou, plus generalement, 
com me dependant d\in me me parametre, 

En effet, dire qu’une courbe(C) 

est tracee sur la surface (S) definie par les relations (6), c’estdire 
que, pour toute valeur de t^ les trois equations 

?l(0 =fl(u^ ?2(^) <?3(0 =fz(u, p) 

admeltent des solutions communes en u et c. Or soit t^ la valeur 
de t qui correspond a un point simple (^o?JKo? ^o) dela courbe (C), 
point qui peutd’ailleurs etre simple ou multiple pourla surface(S); 
soit (uqj Co) le couple de valeurs de u et c qui correspond a ce 
point, s’il est simple, ou, s’il est multiple, Fun des couples qui 
le donnent. Les trois fonctions fsont developpables (fin du n° 5) 
suivant les puissances de — Uq et de — (’or d^autre part, les 
trois fonctions cp sont developpables (n® 1) suivant les puissances 
de ^ — ^0 et I’une d’elles au moins contient un lerme en t — ^o; 
supposons que ce soit la premiere. Des lors on peut, de I’equa- 
tion deduire (n° 5) pour t une s^rie procedant suivant 

les puissances de — Uq et de — Co 

([i) t = to^ aiu — Uo) -h b{v Co) 

En substituant cette expression de t dans Liquation Oo = /o, on 
obtient une relation de la forme c) = o, la fonction <I> ^tant 
developp^e suivant les puissances de u — Uo et de c — c’q. D’apr^s 
les resultats du n® 1, les variables u^ c, liees par cette Equation, 
peuvent 4tre repr^sentees, aux environs du couple (uo, Co), par 
un ou plusieurs system es de deux series procedant suivant les 
puissances entieres d’un nouveau parametre cc et Fun de ces 
couples de developpements 

( 12 ) 

ainsi que celui qui en resulte pour t d’apres la relation (i i), etant 
substitues dans F^quation 03 = /a la verifient identiquement, 
puisque la courbe (C) est supposee tracee sur la surface (S). 
L’existence des relations ( 12 ) ^ablit et precise noire 6nonce. 
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10. Des definitions precedemment donnees pour les courbes et 
les surfaces il resulte que,/?<27’ toute courbes on pent faire pas- 
se 7 ' line infinite de surfaces. En effet, etant donn^e une courbe 

ir=cpi(w), JK = 02(^0, 5 = 03(w), 

il existe evidemment une infinite de systemes de trois fonctions 

( 6 ) y=f.2(u^Q), 

propres a definir une surface, et qui, pour une valeur 0 = as- 
signee a Tavance, se reduisent respectivement a 0 \{u)^ 'f 2 (^)} 
cp 3 (w); a chacun de ces systemes correspond une surface qui 
passe par la courbe consideree. 

On appelle intersection de deux surfaces le lieu des points 
commons a ces deux surfaces. D’apres ce qu’on vient de voir, 
toute courbe plane ou gauche peutdtre consideree coinnie for- 
mant en partiCj sinon en totalite, V intersection de deux sur- 
faces. Ainsi, la courbe 

xz=t, y = 

est commune aux deux cylindres 

mais elle ne forme pas toute leur intersection, dont fait evidem- 
ment partie la droite x —y = o. 

La reciproque du theor^me precedent est loin d’etre ^videnle, 
a raison des definitions que nous avons adoptees; il y a done lieu 
de demontrer que les points communs a deux suifaces forment 
une courbe ou un systeme de courbes. Pour etablir cette pro- 
position, considerons un point 'So)? simple ou multiple, 

common a deux surfaces (S) et (S). Tous les points de (S) situes 
au voisinage de M peuvent ^tre representes (n“ S) par un ou plu- 
sieurs systemes de developpements tels que le suivant 

(7) 

(8) 7 ^ 2 ( 2 ^ ~ Wo) -1- ^2(p — Po) -H - • 

(9) -0-i- W3(w — Mo)H-^3(p — 

D autre part, tous les points de la surface ^2^ situes aux environs 



de M sont represent^s (n° 5) par une equation de la forme 
(5) 0 = = (37 — 

ou les termes du premier degre peuvent manquer. Des formules 
(7), (8)et(9) tirons les differences x — x^, y — y^, z — Zq pour 
les porter dans I’equation (5). Nous obtenons une relation 

o = (^) = a(z4 — — ^ 0 ) - - 

qui devra etre -verifiee par les paranietres v) de lout point 
voisin de M et commun a deux nappes des surfaces (S) et (S). 

Reciproquement, k tout couple (2^, (^), suffisamment voisin de 
(2^0? ^^0)5 qui verifie I’equation ^ = 0 correspond un point com- 
mun aux deux surfaces. En effet, ce couple, substitue dans les for- 
mules (7), (8) et (9), donne un point de la surface (S), et ce point 
apparlient a la surface (S) puisque P^quation <I> = o, qui n’est 
autre qne Tequation F = o, est verifiee. 

Or I’equation ^ = o ne se r^uit pas a une identity, sans quoi 
les deux surfaces (S) et (S) coincideraient, au moins dans une 
certaine region. On pent done en tirer (n® 1) pour u et p un ou 
plusieurs systemes de developpements proc^dant suivantles puis- 
sances entieres d’un nouveau parametre t. Par suite, en vertu des 
formules (7), (8), (9), les coordonnees des points voisins de M 
et communs aux deux surfaces s’expriment par un ou plusieurs 
systemes de series entieres en t. Ces points forment done une ou 
plusieurs courbes. 

Remarque. — Cette demonstration ne s’applique, pas plusque 
celle du n® 9, aux suites continues qui seraient formees de ces 
points que nous avons appeles exceptionnels (n® 5). II n’en sau- 
rait ^tre autrement, puisque ces singularites superieures n’ont 
et^ d^finies que par un caractere purement negatif, qui n’apprend 
rien sur la representation de la surface dans leur voisinage. 
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CHAPITRE II. 

ELEMENTS ET PROPRIET^S DU PREMIER ORDRE DES COURBES 
ET DES SURFACES. 


I. — iUdmeiits geometriques des divers ordres* 

1. Definitions. — Onappelle elements da ordre tons les 
elements geometriques d’line figure (courbe ou surface) dont la 
determination exige la connaissance des coordonnees des points 
de cette figure, ainsi que de leurs derioees des n premiers ordres 
par rapport aux parametres dont elles dependent. On appelle pro- 
prietes da ordre celles dans Tenonce desquelles n’inter- 

viennent que des elements des n premiers ordres. 

Pour que ces definitions aient un sens, il faut evidemment 
qu’un element geometrique, qui est d’un certain ordre dans un 
certain systeme de representation de la figure a laquelle il appar- 
tient, reste de cet ordre quand on substitue aux parametres pri- 
mltifs des parametres nouveaux. C’est ce qui resulte de la theorie 
des changements de variables : on salt, en effet, que si 
sont des fonctions de p parametres .. ., et si Ton etablit 

entre ...elp nouveaux parametres a', p', ip', ... des equa- 

tions finies (c’est-a-dire ne contenant pas de derivees) propres a 
determiner les premiers en fonction des seconds, les derivees 
d’ordre n des j/, .s, . . . par rapport aux p, . . . s’expriment 
en fonction des derivees prises par rapport aux p', pp', . , . jus- 
qu’au m^me ordre /i, ni plus ni moins. 

Nous allons definir et etudier dans ce Chapitre les principaux 
elements du premier ordre, tangente, element d’arc, plan tan- 
gent, element lineaire. Nous nous occuperons plus tard des ele- 
ments d’ordre superieur. 
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II. — Tangentes et nonnales. 


2. Des definitions que nous avons donn^es au debut du premier 
Ghapitre 1 et 3), il r^sulte que la droite qui joint lui point 
simple M dUine courbe plane ou gauche (C) d un point voi- 
sin M'j pris suj^ cette courbe, tend vers une position limite, 
Men determinee, quand M' tend vers M. Soient en effet z) 
les coordonn^es de M et Ajr, As les accroissements qu’elles 
eprouvent entre M et M'. Les coefficients directeurs de la corde 
MM' etant proportionnels a ces accroissements, on peat les ex- 
primer paries rapports de A:r, Aj/ et As a A^^, en design ant par A 
I’accroissement qu’eprouve entre M et M' le parametre dont de- 
pendent les coordonnees de la courbe (C). Or, d’apres nos hypo- 
theses, quand M' tend vers M, Lu tend vers zero, et les rapports 
precedents tendent vers des valeurs parfaitement determinees, 
qui sont les valeurs des derivees .y', s' de y, z par rapport 
a u au point considere M. Ainsi, la corde MM' tend vers une po- 
sition limite, celle de la droite que representent les equations 


(0 


X — cc _ Y — y _ Z — z 

- 


C’est, par definition, la tangente en M a la courbe (C). 

Si I’ensemble des points de la courbe (G), qui avoisinent le 
point M, est represente par plusieurs systemes de developpements 
(Gh. I, n°® 1 et 3), plusieurs branches de la courbe se croisent en ce 
point, qui est appele point multiple; Tun de ces systemes de de- 
veloppements donnera, pour les accroissements qu’eprouvent les 
coordonnees entre M et un point voisin M', 


Ajt = a AwP-h. . . , Ay = 6 Am^H-. . A-3 == c Am^’-h 


Si les trois exposants p, q^ /’.sont egaux entre eux, la corde MM', 
qui a pour equations 

X — a? _ Y — y __ Z — .5 
Lx Ay A5 ’ 

tendra vers la droite 

X — 0? __ Y — y __ Z — z ^ 
a b ~ c 


R. 
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Si deux des exposants sont 6gaux et moindres que le troisieme, 
/? = gr < 7*, la corde MM' 

X — ir ^ ^ Z-z 

a-h... cLW'-P 

tend vers la droite 


Si Fun des exposants est moindre que les deux autres, r < 

7* < la corde MM' 

X — ar _ Y — y __ Z — ^ 

"" 6 Az^(7- ~ c-H... 

tend vers la droite X — ^ = o, Y — y = o. Dans tous les cas, les 
branches de courbe repr^sent^es parchaque systeme de develop- 
pements ont une meme langenLe bien determin^e. Ainsi toute 
courhe aclmet une tangeiite ou un certain nombre de tan- 
gentes en cliacun de ses points. 11 n’y a d’exception que pour 
les points ou les fonctions qui repr^sentent la courbe cessent d’a- 
voir des deriv^es. Tel est, par exemple, le cas de I’origine pour 
la courbe 

car le coefficient angulaire y\x de la corde qui joint Torigine an 
point (^,j) ne tend vers aucune limite determinee qiiand x Lend 
vers zero. 

Pour une courbe plane situ^e dans le plan des xy.^ la tangente 
au point {x,y) est represent^e par I’equation 

X — 07 Y — r 
— = 

De cette (Equation generale, on d^duit celles qui conviennent, 
soit au cas ou la courbe est definie par une equation cartesienne 
F(o?, jk) = 0 , savoir 

(*^) (X~o7)Fi+(Y-j.)F;.= o, 

soitau cas ou elle est rapport^e a des coordonnees polaires /*, 8. 
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11 suffit, en effet, de partir des formules de transformation 
X = 7’cos0, Y==rsin 05 

et d’j considerer r comme une fonction de 8 pour trouver 

(3) - = -i* cos(G — 6o) 4- (-') sin(0 — 0o). 

^ ^0 \^/ 0 

Telle est Tequation de la tangente au point de coordonnees i\ et 8o. 

De Fequation ( 2 ), on conclut que, quand une courbe repre- 
sentee par une Equation de la forme F = 0 passe a Torigine des 
coordonnees, on obtient le systeme de ses tangentes a Vorigine 
en egalant d zero V ensemble des termes de moindre degre de 
V equation^ la fonction F etant supposee d^veloppee suivant les 
puissances entieres de x et dey, 

Tonte droite menee en un point M d’une courbe, perpendicu- 
lairement a sa tangente, est dite normale a cette courbe en M. II 
est evident que les normales en un point simple d’une courbe fer- 
ment un plan; c’est le plan normal, qui, en coordonnees rec- 
langulaii'es, a pour Equation 

(4) (X — 

Quand on 6tudie une courbe plane isol^e, on entend par nor- 
male a cette courbe celle des normales qui est dans le plan de la 
courbe. Son equation est 

(5) (X — 5?)a?'-h(Y— O. 

Elle exprime visiblement que la distance dhui point quel- 
conque (X, Y) d'une normale d son point d^ incidence (x, y) est 
un maximum ou un minimum pour la distance de ce point aux 
divers points de la courbe. En coordonnees polalres, cette equa- 
tion devient 

(6) i = ~cos(0 — 0o)-i- — 9o)- 

r ro /’o 

Certains segments rectilignes, qui sont lies aux tangentes et 
aux normales des courbes planes, se presentent naturellement dans 
la theorie de ces courbes. Voici leiirs definilions, ainsi que leurs 
expressions, faciles a deduire des equations ( 2 ), (3), (5) et (6). 
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Ell coordonnees carlesiennes, la tangente MT et la normale MN 
en un poiat M (x, y) sont les portions de tangente et de normale 
comprises entre ce point et Taxe des x \ on a, au signe pres, 

MT = y®, MN = \/i 

la soiiS'tangente S^et la sous-normale 3,^ en un point M sont les 
projections, faites sur Taxe des des segments qui vont Pan de 
T en M, Pautre de N en M; on a, en grandeur et signe, 

S„=7/. 

Dans cesformules, comme dans les precedentes, designe la de- 
riv^e de y par rapport k x', les coordonnees sont suppos^es rec- 
tangulaires. On voit que toute courbe dont la sous-nor'male est 
constante est une parabola; carle carre de son ordonnee est une 
fonction lin^aire de Pabscisse. 

En coordonnees polaires, la sous-tangente et la sous-?ior- 
male en un point M(ro>9o) sont les valeurs algebriques des 
rayons vectenrs des points T' et N' qui correspondent sur la tan- 
gente et la normale en M a Pangle polaire Oq — y oii a, en gran- 
deur et signe, 



La tangente MT' et la normale MN' sont les portions de tan- 
gente etde normale comprises entre le point M et la droite T'ON', 
qui a ^te men^e par le p6le 0 perpendiculairement a OM ; on a, 
au signe pr^s, 

MT^ == yr » MN^ = -h r} , 

On voit que toute courbe dont la sous-normale polaire est 
constante est une spirals d^ Archimede ; car son rayon vecteur 
est une fonction lineaire de Tangle polaire 9. 
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III. — Determination de courbes par des propri^t^s 
du premier ordre. 


3. Les proprlet^s relatives aux tangentes et aux plans nor- 
mauxj ainsi que celles des normales a une courbe plane, corres- 
pondent a des relations ou figurent des derlvees dii premier ordre. 
G’est pourquoi, quand on cherche a determiner des courbes d’a- 
pr^s une condition assignee a ces elements, on est conduit a des 
equations diff^rentielles du premier ordre. 

Siipposons, par exemple, que les plans normaux d’une courbe 
passent Lous par un point fixe x =.y =zz = o. Nous aurons Te- 
quation differentielle 

zjs' = o, 

qui ne suffit ^videmment pas a determiner la courbe, mais qui 
entraine 

-h y 4- = const. 


Done, toute courbe dont les plans normaux passent par un 
point fixe est tracee sur une sphere decrite de ce point comme 
centre* II est prouve aussi par la que toute courbe plane dont 
les normales passent par un point fixe est un cercle decrit de 
ce point comme centime* 

Comme autre exemple, soit a trouver une courbe telle que la 
normale en chacun de ses points fasse des angles egaux avec 
les rayons vecteurs qui voni de ce point d deux points fixes 
F(.2? = c, jK = o) et F'(^ = — c^y= o). L’equation du probleme 
esl, en axes rectangulaires. 

Pour I’integrer, remarquons que Forigine est evidemment un 
centre de sjmetrie de la courbe, ce quMl est d’ailleurs aise de ve- 
rifier. On est ainsi conduit k prendre de nouvelles variables 
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L’^quation pr^cedente devient alors 




i!ZL 

ri'-h- J 


0 . 


C’est une equation de Glairaut; on obtient son integrale gene- 
rale en remplacant la deriv^e t/ par une constante arbitraire “k. 
On trouve ainsi, en revenant aux notations primitives, 


( 8 ) 






X -+- 1 


0, 


c’est-a-dire des coniques ayant pour axes de symetrie la droite FF' 
et la perpendiculaire en son milieu. Leurs demi-axes ont respec- 
tivement pour carr^s 


^2 = 


= — 


c^X 

X^^ 


d’ou resulte a^—b^ = c^. En consequence, les courhes cher- 
chees sont les ellipses et les hypei'boles qui ont pour foyers les 
points F et F'. 

4. Remarque^ — Si la propriete qu’on assigne a la normale 
ou a la tangente d’nne courbe s’exprime par une relation ou n’in- 
terviennent que les coefficients de Fequation de cette droite, on 
sera toujours conduit a une Equation du type 

( 9 ) y = ^f{p) + ’i{p\ 

qu’on integre par differentiation. En effet, pour une normale 
X -+-/?¥ = x^py, 
on aura une relation de la forme 


oo^py=:^{p), 

qui appartient au type ci-dessus. Pour une tangente 
Y ^pX=y —px, 

on sera conduit ^ une equation de Glairaut 
(ro) JK = 
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Pour avoir I’integrale g^n6rale d’une pareille equation, qui est 
aussi du type precedent, il suffit, comme on sait, d’y remplacer 
la deriv6e /> par une constante arbitraire C. De la nne obser- 
vation gen^rale : on cherche une courbe dont les tangentes 
jouissent d’une certaine propriete et I’on trouve, pour integrale 
generale de I’equation qui exprime cetle propriete, une infinite de 
droites 

(ll) j^ = Ga?4-o(C) 

qui dependent d’un parametre arbitraire C. II n’y a point contra- 
diction entre l’enonc4 et ce r^sultat. On sait, en effet, que les 
droites dont I’ensemble constitue I’integrale generale d’une equa- 
tion de Clairaut ne sont pas les seules solutions de cette equation; 
mais que cette Equation est v^rifi^e aussi par la fonction de la 
variable x que definissent les deux equations 

y = o(G), a:-ho'(C) = o, 

A cette solution, appelee solution singulih^e, correspond une 
courbe (E) qui, nous le verrons au Cbapitre suivant, est tangente 
a toutes les droites representees par [’Equation (i i)* Cette courbe 
(E) est celle que I’on cherchait, puisque ses tangentes jouissent 
de la propriete assignee. Mais il faut expliquer pourquoi I’on a 
trouve ces tangentes elles-memes comme solutions du probleme 
propose. Soit M le point ou Tune de ces droites (D) touche la 
courbe (E); les coordonnees jk) de ce point et le coefficient 
angulaire p de sa tangente (D) verifient I’equation du probleme. 
On peut d’ailleurs considerer cette droite (D) comme une courbe 
qui est a elle-meme sa propre tangente en tous ses points ; comme 
I’equation du probleme ne contient, par hypo these j que les coef- 
ficients p el y — px^ qui ont les memes valeurs tout le long de la 
tangente (D) qu’au point M, on voit que les coordonnees de tout 
point de cette droite, ainsi que la d6rivee p de son ordonnee, sa- 
tisferont a I’^quation consid^r^e. Les tangentes a la courbe (E) 
doivent done 6tre des integrates du probleme; seulement la solu- 
tion veritable du probleme geometrique est fournie par la solu- 
tion singuliere de I’equation (to). 

Voici un exemple tres simple de ce fait. Soit a ti'ouver une , 
courbe telle que le produit des distances de deux points fixes 
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F{y :=o, x = c) et = 0, x = — c) a toutes ses tangentes 
soil line constante donnee L’eqiiation du probleme est 

{y — poc)- — p^d^ — (i -1- p'^). 

On pent I’^crire 

y — p X ± c^)p- , 

Son integrale generale est Fensemble des droites 


y = mx dr 4- 

Louies tangentes a Fellipse 


Z! T- 


I = o, 


qui est la courbe cherchee. Les points F et F' sont ses foyers. 


IV. — Element d’arc; cosinus directeurs de la tangente. 

S. Considerons sur une courbe (C), plane on gauche, un 
arc AB, qui sera suppose parcouru par un point M dans un sens 
determine, par exemple de A vers B. Sur Fare AB, marquons 
n — I points intermediaires , M2, . . ., , tels que le point M 

les rencontre dans Fordre de succession de leurs indices lorsqu’il 
d^crit Fare AB dans le sens convenu. Menons les droites AM^, 
M^M2, ..., M;2-iB; nous formons ainsi une ligne bris 6 e, inscrite 
dans Fare AB, etdontlep^rimetre depend evidemmenl du nombre 
et de la position des sommets 

Nous allons montrer que, quand le nombre des col^s de la ligne 
brisee croit ind^finiment, leur mode d’inscription ^tant d’ailleurs 
quelconque, sous la seule condition que la longueur de chacun 
d’eux tende vers z^ro, les divers perimetres arrivent a diff^rer 
aussi peu qu’on veut les uns des autres. 

A cet effet, d^finissons la courbe (C) en coordonn^es rectangu- 
laires par les formules 

^=/l(w), ^=/3(w). 

D’apres les hypotheses faites au Chapitre I sur ces fonctions, a 
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chaque position du point z) sur Tare AB correspond une 

valeur et une seule du parametre u. Nous admettrons, en outre, 
que les valeurs de qui correspondent aux positions successives 
du point M entre A et B, aillent toutes en croissant ou toutes en 
decroissant; par exeraple qu’elles forment une suite croissante. 
Soient done 

lia< Mi< Un-.i< Ub 

la suite des valeurs de u qui correspondent aux sommets de Pune 
des lignes brisees inscrites dans Parc AB. Le c6te a pour 

longueur 

Les functions / ^tant supposees admettre des derivees, on a, pour 
chacune d’elles, 

f{ Ur+\ ) — /( Ur) = ( Ur+\ — U,,) [f{ Ur) 4" ^r], 

en d^signant par Sr un terme qui tend vers zero avec la difference 
{ur^i — Ur)* Par suite, Pexpression du c6t^ Cr devient 

Cr = ( UrA-i— Ur) [//P ( Wr) 4- Tir], 

le terme t),. pouvant 6tre rendu aussi petit qu’on voudra, pourvu 
que Pintervalle (ur+i — Ur) soit suffisaininent voisin de zero. En 
consequence, le p^rimetre de la ligne brisee AB sera 

^ =2 //P CM 4-/P {Ur) 4-/P {Ur) {Up+i — Ur) ^ 

Or, quand chaque c6l6 de la ligne brisee tend vers zero, les dif- 
ferences — Ur) s’evanouissent aussi; on sait que dans ces 
conditions les sommes — Ur) tendent vers zero. D’autre 

part, les derivees /*' etant par hypothese continues, la fonction 

esl elle-mlme continue; et les sommes 


2 {Ur) 4-/P {Ur} -h/P ( Wr) ( Wr+l — M/-) 

arrivent a diflferer aussi peu qu’on veut de Pune d’elles, qu’on re- 
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presente par le symbole 



^ du. 


C’est la longueur mesuree par cette int^grale qu’on appelle la lon- 
gueur cle Varc AB, ou plus simplement V arc AB. 

D’apres les propri^tes connues des integrales, I’arc compris 
entre un point fixe A et un point M variable sur la coiirbe est une 
fonction s du param^tre u qui correspond a son extremity M; 
cette fonction est continue et admet une d^riv^e, qui est precise- 
ment la fonction soumise au signe de sommation; on a done 




element d^arc, ou la diff^rentielle de I’arc sera repr^sente 
par les formules ^quivalentes 


ds s/ dx^ -H dy^ -+- dz^, 


dont la derniere ne contient que les differentielles des coordon- 
nees sans specification de la variable dont elles dependent. 

Pour une courbe plane, situee dans le plan ^ = o, on aura 


(i3) 


I du, 

Ua 


( ds = yj dx^-^ dy-. 

Si Ton applique la premiere de ces formules au cercle 


iT = R cos JK = R sin u, 

en comptant les arcs k partir du point u = 0, on trouvera 


s 



du==Ru, 


r^sultat conforme a celui que fournlt la Geometric ^l^mentaire. 





Sij dans la seconde, on prend I’abscisse pour variable indepen- 
dante, il vient 

(i3)' g = 


y designant la deriv^e de I’ordonnee par rapport a I’abscisse. 

Remarque, — Touslesradicauxecrits dans ce paragraphe sont 
necessairement pris en valeur arithm^tique, parce que le sens dans 
lequel les arcs sont decrits par le point M est celui qiii correspond 
a des valeiirs croissantes du param^lre u, II est Evident que lous 
ces radicaux devraient ^tre affectes du signe moins si I’on faisait 
rhypothese contraire. Nous ferons d’habitude la premiere; c’est- 
a-dire que nous compterons les arcs dans le sens ou se meut le 
point d^crivant lorsque le parametre va en croissant. 


6 . Afin de ne pas interrompre notre etude generale des ele- 
ments du premier ordre, nous renverrons a un Chapitre ulterieur 
la determination des arcs de certaines courbes, nous bornant ici 
k deduire de I’analyse qui precede une proposition et des formules 
importantes. 

Th^ioreme. — Le j'apport dhin arc d la corde qui le sous- 
tend a pour linxite V unite, quand cet arc tend vers zero, 

Soient, en effet, u el u-^ h les deux valeurs de u qui corres- 
pondent a I’origine et k Fextremit^ d’un arc; la longueur de cet 
arc est 

Ls — h) — = 

£ tendant vers zero avec h. La seconde expression de Cr (n® S), ou 
nous ferons Ur = z/r+i = w + /i, devient 

c = /i y 3C' 2 4- r] = /i[s'(m) -hTi], 

tendant aussi vers z^ro avec h. Or nous avons vu que, quand 
Fextr^mite de Fare se rapproche indefiniment de son origine, h tend 
vers zero. Dans ces conditions, il est visible que le rapport A5; c 
tend vers Funite, ce qui demontre le theoreme. 

Pour que notre conclusion soil valable, il faut toutefois que 
s'{u) ne soil pas nul. On est assure qu’il n’en sera jamais ainsi 
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quand I’origine de i’arc sera iin point simple. Car, en iin tel point, 
les derivees ne sont pas nulles a la fois (Ch. I, n° 3). 

7. Pour d^finir sans ambiguite les cosinus directeurs de la 
tangente enun point M(:r, jk? d’une courbe, considerons celle 
des directions de la tangente qui va dans le sens des arcs crois- 
sants ; soient a, (3, y les cosinus des angles que cette direction fait 
avec les axes 0^, Oy, On I’obtient comme direction limite 
du segment qui a pour origine le point M et pour extr^mite un 
point voisin y + A^, s + As), tel que Vaccroisse- 

ment As qu’eprouve Pare de la courbe quand le point d^crivant 
passe de M en M' soit positif. Si Ton designe par c le nombre es- 
sentiellementpositif qui mesure la longueur de ce segment, on sail 
que ses cosinus directeurs ont pour valeurs algebriques 

Aa? Ay As 
c ’ c ^ c 

Ces expressions peuvent ^tre ^crites 

Air A^ Ay As As As ^ 

As c ^ As c ’ As c ^ 


et, comme ici As et c sont positifs, le th^oreme precedent nous 
apprend que leur rapport tend vers + i quand c tend vers z^ro; 
de sorte que les cosinus de la direction MM' deviennent, a la 
limite, 


(J4) 




T = 


dz 

ds 


Tels sont, en grandeur et signe, les cosinus directeurs de la 
tangente menee dans le sens des arcs ci'oissants. On peut indif- 
feremment les considerer comme les rapports des differentielles 
des coordonnees a celle de Pare ou comme les derivees des coor- 
donnees par rapport a Parc pris comme variable ind^pendante. 

Ces formules n’impliquent en aucune fagon que le sens des 
arcs croissants soit celiii qui a ete spe5cifi6 au S. Mais si, dans 
les relations 

= 1 = ; 

a?' y z' ± y 2 ^ 

qu’on en deduit imm^diatement et qu’on pourrait d’ailleurs poser 
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a priori, on vent choisir le signe qui con{?ient au sens des arcs 
croissants, il faut se rappeler que la derivee d est positive ou ne- 
gative suivant qne s varie ou ne varie pas dans le m^me sens que 
le parametre u. Dans le premier cas, on devra done prendre le 
radical avec le signe plus; dans le second, avec le signe moins. 


V. — Plan tangent; normale. 


8. Par un point d’une surface passent evidemment une infi- 
nite de courbes trac^es sur cette surface; en effet, etant donnees 
les formules qui representent cette surface 

(S) a?=/i(a, p), y=Mu,p), ^=fz{u,v), 


on pent, d’une infinite de manieres, etabllr entre u et ^ une de- 
pendance propre a definir une courbe, et cela de telle facon qu’a 
un certain couple corresponde toujours le meme point 

z) de la surface. On aura ainsi determine sur la surface une 
infinite de courbes qui toutes passeront en ce point. 

Th^ioreme. — Les tangentes menees en un point simple une 
surface d toutes les courbes tracees sur cette surface sont si- 
tuees dans un meme plan, 

Supposons, en efiet, que dans les formules (S) les parametres 
u et 9 soient des fonctlons determinees d’une variable ind^pen- 
dante t. Nous definissons ainsi sur la surface une courbe dont la 
langente au point x,^y, z di pour Equations 


(i5) 


X — ar ^ Y— jK ^ 

y z' 


les deriv^es etant prises par rapport a t\ leurs expres- 

sions sont li^es aux d^riv^es et d de u et ^ par les formules 


, dx , dx , 

du dv 

r , dz , 

ou do 


Si done on d^signe par — p *la valeur commune des rapports (i5), 
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on pOLirra remplacer les Equations de la tangente par les trois 

suivantes : . 

dx , ox , 
p(X-a7)-h + ^ 

p(Y— v' = o, 


p(Z — ^)- 


dll 

dz 


dv 


. dz , 

, -h - (; == 0. 

dll do 


Ofj coinmc on pent toiijoiirs cholsir les fonctions u et o de telle 
sorte que leurs deriv^es ne soient pas nulles ponr la valenr de t 
qui correspond au point U{x,y, s), les trois Equations ci-dessus 
entrament cette autre 


(i6) 


X X Xu Xq 
Y— y y'u. yl 

Z 3 3ff Zff 


= 0 . 


Ainsi, les coordonnees X, Y, Z d’un point quelconqiie d’une tan- 
gente menee par le point M v^rifient cette equation qni, etant dii 
premier degr^, represente un plan. Elle ne peut, d’ailleurSj se 
reduire a une identity, Pun au moins des trois bin6nies 


— y y a^v ^u,yv') 




etant different de z^ro (Gh. I, n"* 5), puisque le point (^, jk? ^st 
un point simple de la surface. Ce plan contient loutes les tan- 
gentes aux diverses coiirbes tracees snr la surface. On I’appelle 
le plan tangent a la surface en M. 

On appelle tangente a une surface toute droite tangente a une 
courbe trac^e sur cette surface, ce qui permet d’enoncer ainsi la 
propriete que nous venons d’^tablir: toutes les tangentes en un 
point simple d^une surface sont situees dans un meme plan. 
Si done on connait deux tangentes particulieres en un point 
simple M d’une surface, le plan tangent en ce point sera le plan 
determine par ces deux tangentes. L’equation (i6) n’exprime pas 
autre chose. Elle repr^sente un plan contenant les tangentes aux 
deux courbes coordonnees, o = const, et zz = const, qui se croi- 
sent au point (^, j*? car et sont respecti- 

vement les coefficients directeurs de ces deux tangentes. 

Remarque, — De la propriety du plan tangent r^sulte imme- 
diatement que la courbe dHntersection de deux surfaces adrhel 



pouj' tangente enchacim de ses points Vintersection des plans 
tangents aux deux surfaces en ce point; car cette tangente est 
situ 6 e a la fois snr les deux plans tangents. 

9. Void deux formes souvent usitees de I’equation du plan 
tangent. Si Ton prend pour variables deux des coordonn^es, x^y 
par exemple, et qu’on pose = les coefficients de Te- 

quation (i 6 ) se reduisent respectivement a /?, — i et cette 

Equation s’ecrit 

(17) Z — 41 =/?(X — ir)-4-^(Y— jk), 

que les axes soient d’ailleurs rectangulaires ou obliques. Mais, 
si la surface, au lieu d’etre donnee par une equation resolue 
z = f{x^y)^ est definie par 

F(^, y,^) = o, 

on a, comme on sait, 



de sorte que I’equation du plan tangent devient 
(18) (X-^)F:,-h(Y^j.)F; + (Z-. 4 r)F; = o. 

En particulier, si le point (x, y, z) est a I’origino, cette equa- 
tion se reduit a 

<^X -f- dY -h cZ = Oj 

a, bf c etant les valeurs que prennent a I’origine les derivees F'^, 
F'., F^^ d’ou cette' regie : si une surface F == o admet Vori- 
gine comme point simple^ on obtient V equation du plan tan- 
gent d Vorigine en egalant a zero V ensemble des termes du 
premier degre dans le developpement de la fonciion F. 

A Tequaiion ( 17 ) se rattacbe une propriete importante du plan 
tangent ; 

Thi^oreme. — Le plan tangent en un point simple M dhine 
surface coupe cette surface suivant une courbe qui a un point 
double en M. 

Transportons, en effet, Torigine au point M, et prenons pour 
plan des xy le plan tangent en ce point. Puisque le point M est 
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un point simple, la coordonnee z de tout point voisin de M sur la 
surface est developpable par la formule de Maclaurin : on aura 
done 


- -Po^-^goy 


2 


Mais, puisque Pequation g^nerale (i8) dii plan tangent doit se 
r^duire a ^ == o quand on y fera £c =y = == o, e’est que les de- 

riv^es p eiq sont nulles a rorigine,/)o = yo = o* Alors T^quation 
de la surface se reduit a 


(19) 


To -h 2 Sq xy to y^ ^ 



2 


Si Ton y fait s = 0 pour avoir la section determinee par le plan 
tangent, on obtient une courbe pour laquelle I’origine est visible- 
ment un point double. 

Ainsi, tout plan tangent a une quadrique coupe cette surface 
suivant deux droites (r^elles ou imaginaires), car la section est 
une conique et presente un point double au point de contact. 


10 . On appelle normale a une surface toute perpendiculaire 
elevee sur Fun de ses plans tangents en son point de conlacl. 
En un point simple v) la normale est unique. Ses coefficients 
directeurs, relativemenl a des axes de coordonn^es rectangulaires, 
sont les coefficients memes de Tequation du plan tangent. Elle 
est done repr^sentee par Tun des trois systemes 

Z — g 
Z~z 


Z — z 

suivant que Fequation du plan tangent a Tune des formes (lO), 
(17) ou(i8). 


- 


(20) 


yuZ„—3uy« 
X — X 
P 


- Im. 


<1 

'i-y 

F'v 
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VI. — Determination de surfaces par des proprietes 
du premier ordre. 


11. Les proprietes des plans tangents et des normales aux sur- 
faces correspondent a des relations analjtiques ou iuterviennent 
des derivees partielles du premier ordre. Si done on cherche a 
determiner des surfaces d’apres ime propriete assignee a ces ele- 
ments, on aura a integrer une equation aux derivees partielles du 
premier ordre. 

Proposons-nous d’abord de trouper les surfaces dont tons les 
plans tangents passent par iin point fixe. Ce point etant pris 
coinme origine, pour que tous les plans tangents 

passent a Forigine, il faut et il suffit qu’on ait, en tout point 
(.3?, y, 5 ) de la surface 

( 21 ) px-^qr = z. 

Pour integrer cette equation aux derivees partielles, on lui associe 
Ic sjsteme 

dx __ dv _ ch 

~x " y z ' ^ 

dont deux integrales dislinctes sont 

yZ — 

— = const., - = const, „ - 

X X — r 

L’integrale g^nei-ale s’oblient, comme on sait, en 6tablissanl mle - 
relation arbilraire entre ces deux integrales T: ~ T. 



On trouve ainsi tons les cones ciyo,nt pour sonmiet le point jixe^ ^ 
11 est a peine besoin de faire remarquer que, Tequation d'ua _ 
cone qui a pour somniet I’origine etant mlse sous la forme 


=' 1 = 0 , 

oil F est une fonclion honiogene de X, y, =, I'equation du plan 

'X 
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tangent en run quelconque de ses points se reduit a 

XF;-+-YF;-i-ZFC=o. 

Or, si m est le degre d ’homogeneity de la fonction F, on a, quel 
que soit le facteur \ 

. ly, Iz) = z) 

etles deux relations analogues pourF^etF'. Done, le plan tan- 
gent au point de coordonnees A j?, Xy, Iz est le inline que pour le 
point -)} e’est-a-dire que le plan tangent a iin cone est le 

meme tout le long de chaque generatrice, 

Soit encore a trouper les surfaces dont tons les plans tan- 
gents sont paraLleles d une droite, Cette droite etanl prise pour 
axe des je dis que Tequation F(x, z)~o de la surface ne 
doit pas contenir z. En elFet, pour que le plan tangent 

(X--^jF:, + (Y-y)F^^(Z-~^)Fi = o 

soit en tout point parallele a Taxe des z^ il faut et il suffit que la 
derivee F^ soit identiquement nulle. On trouve ainsi tons les cy- 
lindres dont les generatrices sont paraLleles ct la droite donnee. 
L’equation du plan tangent ne dependant pas de 3 , on voit que le 
;; _ plan tangent d un cylindre est le nienie Lout le long de chaque 

“ - "eneratrice, 

r 12. Soit, comme autre exemple, a trouver les surfaces dont 
' r r tputes les normales rencontrent une droite fixe, Cette droite 
r y^tanl prise pour axe des si Ton ecrit que la normale 
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^ rencontre cet axe, on trouve immediatement 

^ ( 22 ) pv — qx o\ 

le premier membre de cette Equation est le dyterminant fonction- 
nel de z et de x- -\-y^. Son intdgrale g^nerale est done 


z = o{x^ y"^)^ 
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le sjmbole 's designant une fonction arbitraire; elle definit touies 
les surfaces de revolution qui ont pour axe La droite donnee. 
On poLirrait arriver a la meme conclusion par voie geometrique. 
Appclons (D) la droite donnee, M un point quelconque de la sur- 
face, et prenons pour plan de la figure le plan determine par M 
ot (D); ce plan coupe la surface suivant une courbe (C) et con- 
tient, par hypo these, la normale en M; il est done perpendiculaire 


Fig. 1. 



au plan tangent en M. Menons par M un plan perpendiculaire 
a (D); il coupe (D) en un point 0 et la surface suivant une 
courbe (P) dont la tangente en M est (n° 8, I’intersection 

du plan tangent en M avec le plan secant lui-m^me; cette tan- 
gente MT est, par suite, perpendiculaire au plan de la figure. Si 
done on joint OM, cette droite sera normale en M a la section 
plane (P), de sorte que chaque section de la surface par un plan 
perpendiculaire a (D) est une courbe dont toutes les normales 
concourent en un inline point O, e’est-a-dire (n° 3) un cercle. 
La surface est done engendree par un cercle dont le plan reste 
perpendiculaire a la droite (D), dontle centre decrit cette droite 
et qui rencontre une courbe (G) : e’est la definition meme des 
surfaces de revolution. 
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VII, — Ell^ment lin^aire des surfaces ; angle 
de deux directions. 

‘]3. Une surface etant definie par les fonnules 
^=/i(i6r), .r=/s(«, i’), 

nous avons vu (n" 8) que si Ton etablit une dependance coiivo- 
nable entre u et p, ou si I’on consid^re ces deux parametres commc 
des fonctions d’une nouvelle variable t, les formules pr^cedcntes 
determinent une courbe iracde sur la surface. D’apr^s la tlieorie 
exposee au n" 5, I’element d’arc ds de cette courbe sera donndo 
par la relation 

ds^ = dx- -h dy‘>- dz^-, 

ou les axes sont supposes rectangulaires. Mais, si Ton porle les 
differeniielles 

dx = H- x'„d«, dy ^y'^du -^-y'^dr, dz — z',ylu -H z'^di.\ 
dans I’expression pr^cddente, on trouvera 
(23) *= = Eo?ii2-!-aFrfjti/i.-i- G rffS, 

en posant, suivant les notations de Gauss, 

I E = x'i + + z'i = s x ',} , 

II faudrait encore remplacer da par a! dt et dv par p' dl, mais on 
preftre laisser dans le rdsultat subsister ces diffdrentielles. On a 
ainsi en (aS) une forme quadratique par rapport a da, dv, qui re- 
pr^sente la partie principale du carre de la distance de deux poinl.s 
voisins (tt, p), (« + da^ p dv) sur la surface. Cette forme in- 
tervenant dans beaucoup plus de questions que sa racine carrde, 
c est elle que nous appellerons I’eUment lineaire de la surface 
(ou encore \d. premiere forme fondamentede. relative a la sur- 
face). Ses coefBcients E, F, G sont dits coefficients de Vdlemeni 
«neat/’e. D apres sa sipification g4om4trlque cette forme est toii- 
jours positive, du moms quand on ne considcre que des poinis 
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r^els de la surface et qu’on les suppose donnes par des valeurs 
r^elles de u et de r. En effet, dans ces conditions, les coefficients 
Eet G sont positifs et le discriminant F- — EG est negatif en 
vertu de Fidentite 

( ^{yu^v ^ uy ^ uy ^ ya^vY* 

Four rappeler ce fait, on pose 
(26) H2 = EG — F2, H = - 1 - /eg — F2, 


en convenant qiie H representera tonjours la valeur arithmetique 
du radical. 

Ce radical figure dans Fexpression des cosiniis directeurs a, 
/;, c de la normale a une surface. On a, en effet, d’apres ce qui a 
ete dit au n"^ 10, 

^ ^ c 

yu^v ^uyv ^ayv y u^v 


La valeur commune de ces rapports est egale, au signe pres, a 
Finverse de H. Nous choisirons la direction definie par les for- 
mules 


( 27 ) a: 


y,^Z^— 2 
H 


^uy^—ya^^ 


que nous considererons ulterieurement sous le nom de direction 
positive de la normale. 


14. Cherchons le cosinus de Fangle co que font entre elles les 
deux lignes coordonnees = const., p = const, qui se croisent en 
un point de la surface. Si, dans la forme (aS), on fait successive- 
ment dv = o el du = 0 , on voit que y/E du et y/G dv sonl respec- 
tivement les elements d’arcs des courbes coordonnees v= const, 
et u = const. Les cosinus directeurs des tangentes a ces deux 
courbes sont done 

^'it, ^ yu ^ yv ^ ^ 

y^E \/e v/e \/G v^G sJ Qt 

On conclut de la 

fay _ _F_ 

/EG /EG* 


(28) 


COSO) = 
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Done, pour qiie les courhes coordonnees se coiipent a angle 
droit en tout point de la surface, il faut et il suffit qiie F soit 
identiquement nuL On dit alors qiie les Hgnes coordonnees sonl 
ortho gonales. 

Plus generalement, considerons deux courbes passant en im 
point r) d'une surface; pour cliacune d’elles u et r seronl 
(n® 8) des fonctions d’lm parametre. Soient du^ c/r, ds pour Tune, 
ou^ or, 0 ^ pour Faiitre, les differentielles des coordonnees curvi- 
lignes et de Parc. On aura 

ds- = E du^ -h 'iF du dv -h G dv-. 
os^ = Ecu- -h 2F Qu or H- G or-. 

Les cosinus directeurs des tangentes a ces deux courbes auront 
respeclivement pour expressions 


j x'l^diL x'^d^ 

£ = , i 

ds 

li 

Zn du di> 

n = 

ds 

^ __ x'u OU -i- x*^, or 

y«oK-HXS'’ 

z\i ou z[, or 

A — i> “ " ) 

05 

‘ ~ os 

^ % 

05 


L’angle rn de ces deux tangentes est determine par la formnle 
cos m = Xl-hiJLm-hyn. 

En eflPectuant les calculs on trouve 




COSUJ = 


E du ou -h F(du or -{- <^r ou) -f- G di’ or 
ds Bs 


C’est Tangle m ainsi defini que Ton appelle, pour abr^ger, V angle 
des deux directions {da^ rfr), (oa, or). 
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FAMILLES DE COURBES ET DE SURFACES. 
TRAJECTOIRES ET ENVELOPPES ; SURFACES D^IVELOPPABLES. 


I. — Families de courbes et de surfaces. 

1. On ne saurait faire Fetude d’une courbe oii d’une surface 
d^lerminee sans lui associer certaines families de courbes ou de 
surfaces. 

Une famille de courbes ou de surfaces est Fensemble des 
courbes ou des surfaces repr^senlees par une Equation ou un sys- 
teme d’equations contenant un parametre de plus qu’il n’est n^- 
cessaire pour definir entierement une courbe ou une surface. 

Ainsi, dans le plan, une famille de courbes pourra ^tre repre- 
sentee, soil par une equation 

soit par un systeme d’equations 

7=/2(w, t), 

ou T est un parametre variable. A chaque valeur de t correspond 
g^n4ralement une courbe ou un nombre limite de courbes de la 
famille. Ainsi, les tangentes aux divers points d’une courbe plane 
formentune famille de droites; elles dependent d’un parametre, 
par exemple Fabscisse de leur point de contact. A chaque valeurr 
de cette abscisse correspondent autant de tangentes que la droite 
X = 'z coupe de fois la courbe. 

Dans Fespace, une famille de courbes sera represent^e, soit par 
deux Equations 

y, 3, t) = o, FaCa;, y, z, z) = o, 
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conlenant iin parametre variable t, soil par Lrois equations 

y=Mu,-z). z^Mu^z). 

Tel est le cas des tangentes aux divers points dTine courbe gauche. 

On voitque, dans Vespace, les courhes dhine famille fornient 
line surf ace ; cdxV e\immdX\on de centre les deux equations Fi = o, 
Fo= o donnerait une relation qui serait verifiee par les coordon- 
nees . 2 :, r, de tous les points des diverses courbes de la famille. 
C’est ce qui resulte aussi des expressions de y, z ou figurent 
deux parametres u et t. En particuHer, toiite famille de droites 
forme une surface, qu’on appelle surface re glee, 

Une famille de surfaces est representee, soil par une equation 

F(^, o, 

soil par trois equations 

JK=/2(«, - =^/3(w, t), 

contenant un parametre variable t. Par exemple, les plans nor- 
maux a une courbe plane on gauche forment une famille. 

On appelle trajectoire d’une famille de courbes une courbe 
qui coupe loutes celles de la famille sous un angle constant; sui- 
vant qiie cet angle estou n’est pas droit, la trajectoire est dite or- 
tho gonale ou oblique. 


II. — - Trajectoires d’une famille de courbes planes. 

2. Considerons d’abord une famille de courbes tracees sur un 
plan, rapportees a des axes rectangulaires et representees par une 
equation de la forme 
(F) ,F{x,y,z) = o, 

ou T est un parametre variable. II s’agit de trouver sur chacune 
des courbes (F) un point M tel que le lieu de ces divers points 
coupe toutes les courbes de la famille sous un angle dont la tan- 
gente est donnee et egale a k. Les coordonnees de ce 

point M sont evidemment des fonctions de t qui satisfont a I’^qua- 
tion (F). Soient .r', j^^leurs ddrivdes par rapport a t; le coefficient 
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angiilaire de la tangente en M a la Irajectoire qui passe par ce point 
est le rapport j ': Celui de la tangente a la courbe (F) en ce 

meme point etant designe par [jl, on aura, par lijpotbese, 

k 

ou, en elim inant |jl, 

(AO 

On est done ramene a determiner deux fonctions a: et y de la 
variable qui satisfont a la fois a Fequation finie (F) et a Tequa- 
tion differentielle (k). Gomme celte derni^re est homogene par 
rapport au\ derivees x' ety', si I’on peut eliniiner': entre les Equa- 
tions (F) et (k), on arrivera a une relation de la forme 

ou, ce qui revient an mEme, 



Ce sera V equation differentielle des trajectoircs cherchees. Mais, 
le plus souvenl, I’elimination de t ne sera pas possible et Ton de- 
vra garder le sjstetne (F) et (A:). Nous allons donner un exemple 
de chacune de ces circonstances. 

Remarquons, au prealable, que, dans le cas des trajectoires o/*- 
thogonales, Tequatlon (A*) se rEduit a 

dx [X 

On forniera TEquation difFErentielle des trajectoires orthogo- 
nales en eliminant t entre celte relation et PEquatlon (F). 

3. Premier exeniple. — Soil a trom^er les trajectoires or- 
thogonales des paraboles qui ont meme axe et mime sommet, 
Ici nous avons 



(F) 


F = y- — ipx — 0 
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el, en vertu de la remarque precedente, 






L’ elimination de p entre les equations (F ) et (k) donne 

dy __ 2. T 
dx ■” y 

Telle est I’equation differentielle des trajectoires cherch^es. On 
pent r^crire 

'7.x dx — y dy = o. 


Son integrale gen^rale est done 

y- = const. 

Elle represente une faniille d’ellipses concentriqnes. 


4. Second example. — Cherchons les trajectoires orthogo- 
nales d’une famille quelconqiie de cercles ayant leurs centres sur 
line droite. Prenons cette droite pour axe des x\ soil r I’abscisse 
da centre C d’un des cercles; son rayon sera une fonction arbi- 
traire de o. Soit done 

(i) ('a? — ^ =0 


I’equation d’une des families considerees. La fonction V((^) dont 
la derivee figure dans cette equation restant arbitraire, nous de- 
vrons chercher a determiner separement les coordonnees x ei y 
des trajectoires cbercliees. 

La relation propre aux trajectoires orlhogonales, donn6e plus 
haul, 

devient ici 


Pour int^grer les equations (i) et ( 2 ), nous egalerons ces der- 
niers rapports a une nouvelle fonction inconnue — Nous 
aurons ainsi 

a? = p — a?' = — W^^ 



iua.j£.t<iuiii.i!.a 1^1 ^ £iJLUirri:.3. 


Si Ton difFerentie par rapport a la premiere de ces formules en 
tenant compte de la seconde, on trouve — i — o; on a done 




Substituons ces expressions dans Tequation des cercles; il vlent 


\y2-+.i _ I 


ce qu on pent ecrire 


Si Ton designe par Sliw et Ch to les sinus et cosinus hyperbo- 
liques de to, 

— e-^ 

Sho) == > Ghco — » 

2 2 

qui satlsfont, comme on sait, aux relations 

Gh2 w — Sh^oj = I, 

Glitu = Shto, ~ Shto = Cho), 

ato ao) 


r^quation (3) a pour integrale generate 
W = ±Sh(V~c) 

avec une constante arbiti'aire c. Par suite, les coordonnees des 
trajectoires orthogonales des cercles (i) ont pour expressions 

_ ±i _ Sh(V-c) 

V'Gh(V — c/ V'Gh(V-.c)‘ 

Dans le cas particulier ou les cercles donnes ont tons le m^me 
rayon R, la fonction V se r^duit a et, si Ton pose 

p 

les formules pr^cedentes deviennent 


± R 

^ Gh tp ^ 


- Shw 

X = Rw— R H cR. 

Ghtp 
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Elies representenL la m^me coiirbe, d^placee parallelement a I’axe 
des resultat evident a priori, Celte courbe, qiii a la forme ci- 
(lessons, est appelde tractrice on coiirbe aax tangentes egales. 


Fig. 2. 



En effel, la Langente en cliacun de ses points M va passer an 
centre C de I’lm des cercles de la famille el, si on la limite a rax(i 
des e’est-a-dire an point C, elle aura pour longueur R. 


S. Supposons maintenant que les courbes dont on cherchc Ics 
trajectoires soient d^linies par une (Equation diflr<3renlielle 


(fy 

dx 




enlre leiirs coordonnees, supposees loujours rectangulaires, Dans 
la formule generale 

x'-h ixy 

nous n’aurons qu’a remplacer [a, coefficient angulaire de la tan- 
gente a une courbe de la famille, par qui a prc^cistiment 

la meme signification, pour obtenir I’^quation different! elle 

/c — 

dx-h^(x, j^)dy 

des trajectoires cherchees. 

En particulier, pour les trajectoires orthogonales, k elant in- 
fini, il vient 

dy L._ . 

dx 

C’est V equation differentielle des courbes de la famille^ dans 
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lacjuelle on a remplace la derwee par son immerse ^ change de 
signe^ En consequence, si une famille de courbes est definie par 
I’t^qualion differentielle 

ses trajectoires orthogonales seront definles par cslte autre 




Soil pour exeinple la famille de paraboles 
(v) — r- = o, 

dont requalion differentielle est 




Cette equation a ses deux racines y' inverses et de signes con- 
traires ; elle rie cliangera done pas si Ton re mp lace j)/ par son inverse 
change de signe. C’esl, par consequent, aussi I’equation differen- 
ticlle des trajectoires ortliogonales dcs paraboles ((^’). On s’ex- 
plique ce fait en remarquant que par tout point du plan passeni 
deux paraboles de la famille. Car, si Ton considere x etj/’comme 
dcs constantes donn^es, I’^quation (p) admet deux racines 
et Ta*, de plus, on a To = — Or Ics coefficients angulaires 
des tangentes aiix deux paraboles on trespectivement pour valeurs 


En consequence, on a y\y\y = — t; e'est-a-dire que les deux pa- 
raboles de la famille qui passent par un point du plan s’j coupent 
sous un angle droit. 

II serait d’ailleurs facile d’integrer I’equation differentielle ci- 
dessus, qui est une equation homogene. On trouverait, pour son 
Integrale gencrale, I’^quation 


qui ne diflere de Tequalion (r) que par le nom de la conslante ar- 
bilrairc. 
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Ill, — Trajectoires orthogonales d’une famille de courbes 
tracees sur une surface. 

6. On a parfois a chercher les trajectoires ortliogonales d' une 
famille de courbes tracees sur une surface. Supposons la sur- 
face rapport^e a des coordonnees tjurvilignes (?/, v) el la famille 
de courbes deQnie par une equation 

9 ) = T, 

r(§solue par rapport au parameire variable t. L’el^ment lin^airo 
de la surface elant' 

ds- = E 0 .^ dll d^ -f- G 

on a trouve (Ch. II, n^’ 14), pour exprimer rorLhogonalltc de deux 
directions dv') et or), la condition 

( 4) E du lu -h ¥{du or - 4 - dv on) -i- G rZr or = o. 

Soil (ou, or) la direction de la tangenle a Pune des courbes de la 
famille m = z. On aura 

-h vs'f, or = o. 

Si (du., d{?) est la direction de la tangente a la trajectoire ortho- 
gonale qui passe par le point r), on aura Pdquation diffdren- 
tielle de cette trajectoire en remplacant ou par nyj, el or par — 
dans la condition (4). On trouve ainsi 

dll 4- (FtitJ,— Gm'if)di> = o. 

Remarquons que, si la famille de courbes estdefinic par unc equa- 
tion differentielle 

M oz£ -H N or = 0, 

il suffira de remplacero^^ et or respectivement par N et — Mdans 
la condition d’orthogonalite (4) pour obtenir Pequation 

( EN — FM) du H- (FN — GM) ^/r = o 

des trajectoires ortliogonales cherchees. 

Dans le cas particulier ou Pon veut avoir les trajectoires ortho- 
gonales des coui'bes r== const., on devra, dans la condition (4), 



lllAJ£.LiUlKb.b tl liiN VliLUrrillS. 


47 


suppose!' 5(^ — o el o^/ quelconque; pai' suite 

E du dv ~ o 

sera I’equation differentielle des trajectoires orlhogonales des 
courbes ^ = const. 

7. Exemple. — Gonsiderons les droites qui renconlrenl a angle 
droit une h^lice circulaire et son axe. Ces droites forment une 
surface appelee helicolde d plan directeur, parce qu’elles sont 
toutes paralleles a un plan de section droite du cylindre qui porte 
I’helice. Prenons pour plan des xyVun de ces plans; pour axe 
des z I’axe de I’hdlice; pour axe des x la droite du plan z = o qui 
rencontre Plielice; pour axe des y une droite perpendiculaire a 
Ox. D’apr^s sa definition, Phelicoide est engendre par une droite 
qui s’appuie sur en lui resLant perpendiculaire, et s’eloigne 
du plan xOy d’line longueur Jw pendant qu’elle tourne dc 
I’angle P’ auLour de O^. Les equations d’une generalrice sont done 

= tangp, z — 

X 

celles de la surface sont 

57=:MCOSP, z ■= h^\ 

Un calcul facile donne, pour I’eletnent lineaire, 
d$^ = dii^ -f- dv~. 

On voit que le coefficient F est nul. En consequence, I’equalion 
des trajectoires orthogonales des generatrices (p = const.) se rd- 
duit a du = o. Son integrale 

s/x^ -r- j- = const. 

represente tons les cjlindres de revolution qui ont meme axe que 
celui qui porte I’helice. Les trajectoires chercli^es, etant les in- 
tersections de ces cjlindres avec Phelicoide, sont dvidemment 
des helices ayant meme axe et meme pas que Phelice donnee. 

Ce resultat etait facile a prdvoir sans calcul. Toutes ces helices, 
en eflfet, se projettent sur le plan xOy suivant un cercle ajant 
Porigine pour centre; toute tangente a Pune d’elles se projette 
suivant une tangente a ce cerclc. L’angle HMT, forme par Pune 
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de ses tangenLes MT et la generalrice HM de 1 h^licoide, se pro- 
jette done siiivant un angle droit Omt, Or son cote HM est pa- 
rallMe an plan de projection xOy. Par snile, cel angle cst droil 
et les helices considerees sent bien les trajectoires orlliogonales 
dcs droites considerees. 


8. Remajrjue. — Toute famille de coarbes iracMs dans res- 
pace formant neccssairement line surface, Ic problcmc dcs Irajec- 
toires orthogonales d'une pareille famille csL iclenticiiie a celui qui 
vient de nous occuper. Mais, comme la famille de courbes penl 
6tre consideree ind^pendamment de la surlace qn’ellc cngcndrt', 
nous opererons directement la recherche des trajectoires ortho- 
gonales. Soil done une famille de courbes represenlee par les 
equations 

(t:) 7==/2(w,'c), ^ 


II faut trouver sur chaque courbe (t) nn point J\l lel qiie ic lien 
de ces divers points coupe a angle droit toutes les courbes dc la 
famille. Les coordonnees (-c, y, z) de ce point sont dcs fomuions 
de T qu’on pent considerer comme rcprescntccs par les for- 
mules (t) sous la condition qiie a soil une fonclion convcnal)l(‘- 
ment choisie dcT. Si da d(5signe sa dilTercnlielle, les cocflicicnls 
directeurs de la tangente a Pune des trajectoires pourront ein^ 
pris ^gaux a 


dif 


da - 


0J\ 

Oz 


dz, 


dll H— -™ d'z^ 
dll (h 


"dll 


dll 4 - ih, 


tandis que ceux de Tune des courbes de la famille, t lOanl 
sont 


On ^ dll ^ dll 


En exprimant rorthogonaliLe dcs deux directions, on oblicnl 


da 



d-z'S'I-T- 

Xmi du dz 


= o. 


G’est, auxnotaLious pres, (’equation = o du n‘* 0. 

Tout ce qui precede s’applique evidemment aux trajoctoircs 
d’une famille de courbes situees dans un plan : il n’y a qu’a suj)- 
poser la fonction idenliqueinent nulle. 



IV. — Enveloppe d’une famille de courbes. 


9. Etant donnee line famille de courbes tracees sur un plan, 
cherchons s’il existe une courbe qui soil tangente a toutes les 
courbes de la famille. 

Supposons qu’il existe une pareille coux'be, qu’on appellera 
courbe en^eloppe ; chacune des courbes de la famille 

(F) F(a7, jK, t:) = o 

sera dite une en^^eloppee. Par hypothese, chaque enveloppee pre- 
sente au moins un point M tel que le lieu de ces divers points est 
une courbe qui la touche en M. Les coordonnees (^5 jk) de ce 
point M soht des fonctions de t qui satisfont a Tequation (F); 
soient j:?' ety' leiirs d^riv(^es. Le coefficient angulaire de la tan- 
gente est — F^,: F^. D’ou I’equation 

= o. 

Mais si Ton differentie I’equation (F) en considerant x et j/ comme 
des fonctions de t, on a 

(5) ^'Fi,-4-yF;-HF;=o. 

En vertii de cette identity, F^quation precedente se r^duit a 

(e> f; = o. 

Ainsi les coordonnees x^y des points de I’enveloppe sont deter- 
minees par le systeme (F), (e). En d’autres termes, une famille 
de courbes planes etant dejinie par une equation F 
(jui depend d^un parametre%^ pour determiner V enceloppe de 
ces courbes quand elLe existe, on associe d V equation de la fa- 
mille son equation derwee F^=o. 

II est evident que I’enveloppe n’existe que si ces deux equations 
ne sont pas contradictoires. M6me dans ce cas, il pent arriver que 
la courbe definie par le systeme (F), (e) soit non pa's une envc- 
loppe, mais un lieu de points multiples. En effet, si, pour une 
buccession continue de valeurs de t, Tequation (F) represente des 
courbes admettant un point multiple, les coordonnees de ce point 
R. 4 
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seront des fonctJons de t qai satisferont a la fois aiix Lrois (^qiia- 
tions 

F(^,r.-) = o, Fi=o, f;=o; 

par suite, elles verifieront, a cause de I’identite (.')), les deux 
equations (F) et (e). 

Nous n’insisterons pas sur les enveloppes des courbcs planes, 
dont la theorie est ele^mentaire. Nous etablirons seulement Icur 
propriete essentielle, qui nous servira plus tard. 

Thi^oreme. — Uenveloppe d" une famille de courbes tracceif 
sur un plan est le lieu des positions limites des points com- 
minis d deux en<^eloppees successices. 

En efFet, les coordonnees des points communs a deux, envelop- 
pees voisines satisfont aux deux equations 

¥(x,y, 'z) = o, F(:r, TH- A'r) r= o. 

Ce systeme, visiblement equivalent au suivanl 

T7_^ — F(a?, .y, T) __ 

i -o, - o, 

se rddult pr^cis^ment, quand At devient mil, an systeme (F), (c) 
qui ddfinit I’enveloppe. 


10. D’apr6sce qui precede, il existe gemh'alcmeni unc courlx' 
tangente a nne famille de courbes traccies surun plan 5 nous nllon.s 
voir qu’au contraire il existe generedement pas de courbe Ian- 
gente a une famille de courbes tracees dans I’cspace. 

Consid^rons une pareille famille definic par deux e([iiu lions 

(t) Fi(.r, js x;, t) =0, F.C-r, j-, t) = o. 

Si Tenveloppe exisle, les coordonnees de scs points M seront des 
fonctions de x qui veidfieront ccs deux equations. Leurs dcri\<‘e.s 
s'pourront etre pluses pour les coefficients dirccteurs a. 
P, Y de la tangente a Tenveloppe. Si done on diffoi'entic les dcu\ 
equations Fi = o, Fg = o par rapport a t, on aura les identiles 
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Or, I’enveloppe est tangente en M a Pune des enveloppees, celle 
qui correspond a la meme valeur de t que le point M; par suite^ 
les coefficients directeurs a, p, ysatisfont aux Equations 


a. 


dx 


a 


dx 




dy 

dF. 


dFi 

dz 

dF.2 

dz 


o, 


o. 


De ces equations et des identit^s (6) il resulte que les functions 
cherchees z du parametre t doivent verifier non seulement 
les deux equations (t), mais aussi les deux equations deriv^es 


dji 

dz 


= 0 , 


^2 

dz 


= 0 . 


En consequence, pour qiC une famille de courhes de VespacOy. 
representees par deux equations 


Fi(.r, jK, 'r) = o, Fi{x,y, z, t) = o, 


qui dependent d'un parametre admette une eweloppe, it 
faut que ces deux equations et lew's equations derwees 


dFi 

dz 


== o. 


dz 


= o 


admettent des solutions communes en x^y^ z pour une suc- 
cession continue de valeurs de t, 

II n'en est generalement pasainsi,de sorte qu’il n’y a pas d’enve- 
ioppe. Quand le systcme ci-dessiis sc reduit a trois equations dis- 
tinctes, il definit une courbe qui est generalement tangente a toutcs 
les courbes de la famille {courbe enveloppe). Nous indiquerons, 
a propos des surfaces enveloppes (n® 15), un cas etendu ou une 
famille de courbes tracees dans Tespace adinet une envelo,ppe. 


H. Nous allons supposer maintenant que les courbes de la 
famille consideree soient definies par irois equations de la forme 

x=fi{u,z), z^Muyz). 

Les cooi'donnees x^ y^ z des points M de I’enveloppe sont des 
fonctions de t qu'on pent supposer representees par ces trois for- 
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mules, a condition que u soil nne fonction convenablement d^- 
terminee de t et reciproquement t une certaine fonction de u. 
Leurs derivees, prises dans cette hypothese et dans celle oil t est 
constant, doivent avoir des valeiirs proportionnelles, puisqu’il y 
a contact entre I’enveloppe et une enveloppee au point M. On 
doit done avoir 


da? dx ch 

du dx du 

dx 
du 


dy dy dx 
du dx du 

57 

du 


dz dz dx 
du dx du 


dz 

du 


equations qiii se r^duisent visibleinent aux suivantes 


( 7 ) 


K r'u * 


L’enveloppe n’existera done que si ces deux equations definlssent 
pour T la inline fonction de u. S’il en est ainsi, soit t = 'f{u) cette 
fonction; les Equations 


r=/2(w, ?)» 

representeront une courbe qiii sera gen(Jralement tangente a Louies 
les courbes considerecs. 


Remarque /. — La solution que nous venons d’exposer con- 
vient aux families de courbes tracces sur un plan et reprdsentces 
par des equations de la forme 

11 suflit de siipposer la fonction identiquement nulle; I’envc- 
loppe est alors definie par les equations 


^=/i(w, X), 7==/2(2^'^), 




A 

yu 


La condition d’cxistence de cette courbe disparaiL avec Ic dernier 
des rapports (7). 

Remarque II, — Si la famille de courbes est definie par deux 
de ses cylindres projetants 


u, 


y^Mu,x) 
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les relations (7) entraineront 

= o. 

II faudra que ces deux equations donnent pour c’est-a-dire 
pour 5, la meme fonction de 


V. — Enveloppe d'une famille de droites. 


12 . Supposons d’abord les droites representees par les deux 
equations 

( 8 ) = y-=ibz-\-q^ 

ou 6, /?, q sont des fonctions d’un j 3 arametre t; d’apres la re- 
marque precedente, il faudra pour I’existence de Penveloppe que 
les deux equations 

(9) = h'z-\-q'—o 

donnent la m^me expression de Les deriv^es des fonctions a, 
q devront done verifier l’identit<§ 

(10) d q' — b'p^^o. 

Alors les formules (8), jointes a Tequation 



representeront une courbe qui sera tangente a Louies les droites 
de la famille; car elle ne peut pas ^tre un lieu de points multiples, 
la droite ne presentant pas de pareils points. 

Si les deux fonctions a et 6 se r^duisent a des constantes, les 
formules (9)^ donnent pour ^ iinevaleur infinie. II n’j a pas alors 
a proprement parler d’enveloppe. Mais, d’apres Thypothese meme, 
les droites de la famille sont parall^les a la droite fixe x = az^ 
y = bz. Elies forment un cylindre; on dit encore qu’elles ont une 
enveloppe, mais que cette enveloppe est rejet^e a I’infini. 

Soit main ten ant une famille de droites repr6sentees par les for- 
mules g^nerales 

(11) = jK = Tj -H jji w, ;: = ^- 4 -vw, 
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ou s, 7), ainsi que 1, |jl, v, sont des fonctions d’nn parametre t. 
Designant leurs derivees par des letlres accentuees, nous forme- 
rons les equations ( 7 ), savoir 

(1^) — =— ;r— 


qui doivent donner ]a meme expression de u. Pour exprimer cette 
condition, appelons p la valeur commune des trois rapports. Nous 
avons ainsi trois Equations du premier degre en u et p qui doivent 
etre compatibles. 11 faut et il suffit pour cela que leur determi- 
nant soit mil 


<i3) 


r X 

7]' [J.' [J. 

w v' V 


= o. 


On aura I’expression chercbee de u en resolvant, par rapport a u 
et k p, deux des trois equations qui viennent d'etre considcrees. 
Dans le cas particulier ou 1, u, v sont des cosinus directeurs, on a 

X^^— jjt,^ -f“ = Tj XX^— H ~ o. 


En tenant compte de ces deux iden tiles, on tire aisdment des 
rapports ( 12 ) la valeur de u 


(^4) 




Sous la condition (i3) Penveloppe exisle; elle est rcpr^senlee 
par les formules (i i) ou I’on remplace u par I’expression (i4)- 


13. Definition, — Toute famille de droites forme, comme il 
a vu au n° 1 , line surface qu’on appelle surface reglee j et 
dontles droites sont dites les generatrices. On vient d’cHablir que 
les generatrices d’une surface reglee n’ont pas en g^n^ral d’en- 
veloppe. On ditalors que la surface qu’elles forment est.une sur- 
face gauche. Kxi contraire, lorsqu’elles sont parall^les enlre elles 
ou toutes tangentes a une courbe, le lieu regoit le nom de siu*- 
face de^eloppable ; leur enveloppe est appelle aritede reb/ ous- 
sement de la surface. Nous reviendrons dans la suite de ce Cha- 
pitre sur les surfaces dt^veloppables. Remarqnons seulement que, 
si I’ar^te de rebroussement est plane, la d< 5 veloppable d^gdn^re en 
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nn plan; s5 elle se r^duit a un point, la d^veloppable est im c6ne, 
oil un cylindre si le point est rejet6 a Finfini. 


VI. — Surfaces enveloppes. 

14. Eiant donne un systeme simplement infini de surfaces dont 
la forme et la position dependent d’un paramelre variable t, ce 
que nous avons appeld une famille de surfaces, on peut se de- 
mand er s’il existe une surface qui soil tangente a toutes celles de 
cette famille. Mais la m^me question se pose aussi au sujet d’un 
systeme doublement injini de surfaces : on entend par la un en- 
semble de surfaces dont la forme et la position dependent de deux 
parametres. Dans le premier cas, on dit qu’il s’agit d’une em^e- 
loppe d un pavametre ; dans le second, d'une en^eloppe d deux 
parametres, 

Considerons d’abord un systeme simplement infini de sur- 
faces (S) et concevons qu’il existe une surface (S)qui les touche 
toutes, cliaque point de (S) ^lant suppose ^tre un point de con- 
tact avec Fiine des surfaces (S). Uen^eloppe (S) et chacune des 
emeloppees (S) scront necessairement tangentes tout le long 
dUme coiirbe. Car, si elles n’avaient de contact qu’en des points 
separes les uns des autres par des intervalles finis, ces groupes de 
points, dont chacun ddpend de la valeur particuliere du para- 
metre a laquelle correspond la surface consideree (S), ne forme- 
raient par leur ensemble que des courbes, en nombre fini ou in- 
fini, separ^es les unes des autres par des intervalles finis, au lieu de 
recouvrir entierement une surface, comme nous le supposons. 

15. Th^oreme. — V en^eloppe dhme famille de surfaces est 
le lieu des positions limites des intersections de deux enoelop- 
pees voisines. 

Admettons toujours I’existence d’une surface enveloppe (S); 
nous savons que (S) touche chaque enveloppee (S) tout le long 
cFune coiirbe (t). Considerons une suite continue de plans (P) 
dont chacun rencontrera la courbe (C), par exemple, la famille 
des plans normaux a cette courbe. Tout plan (P) coupe les en- 
veloppees (S) suivant une famille de courbes planes (C), toutes 
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langentes, par hypothese, a la section (F) qu’il determine dans 
Fenveloppe (S). Le point M, ou il rencontre la courbe (t), est le 
point de contact deFunedes courbes (C) section de la surface (S), 
avec la courbe enveloppe (F). Ce point est (n® 9) la position 
limite d’un point common a la courbe (C) et a la courbe voisinc, 
quand celle-ci tend vers (C). En consequence, la courbe (t), lieu 
de ses points M, est bien la position limite de Fintersection de 
Fenvelopp^e (S) et de Fenveloppee voisine. 

Or il est certain que cette courbe limite exisle en general sur 
chaque envelopp^e. En effet, la famille etanl represenlee par une 
equation 

(i5) = 

qui contient im pai'ametre variable t, a deux valcurs t et t + At 
de ce parametre correspondront deux surfaces qni, cn general, sc 
couperont suivant une courbe definie par les (5quaLions 

= 0, F ( x , y , z ), t-hAx)=o. 

Ce systeme etant equivalent au suivant 

TH-At)— t) 

0 . = 0 , 

on voit que, quand At tend vers zero, la courbe commune Lend 
vers celle que represen tent les deux equations 

F(57, J/, ;s, t) = o, F;(a7,7, 3, x) = 0. 

Nous appellerons cette courbe la caracteristique de la surface (S ) 
qui correspond a la valeur consid^r^e de t. Lc lieu dcs caracte- 
ristiques est une surface (S). 11 suffit de consid^rcr les sections 
faites dans cette sni'face et dans les surfaces (S)par les plans nor- 
inaux aux divers points d’une caracteristique pour voir qu’elle est 
tangente a chacune des surfaces (S) tout lc long d’une caracle- 
ristique. 

Pour etablir analytiquement ce resultat, donnons a t une valeur 
fixe dans F^quation (i5). Le plan tangent cn un point de la sur~ 
ace (S) ainsi obtenue est determin<5 par les valcurs des coeffi- 
cients Pj q, — I, dont les deux premiers satisfont aux (Equations 

/?Fi-+- F^. ~ o, o. 
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La surface (S) est representee par I’equation F = o, dans laquelle 
T est cens^ remplace par son expression en tiree de FIc = o. 

Soienl px et q\ les d6riv<^es par rapport a ^ et a j}/ de la coordon- 
nee 5 de cette surface. On aura, en appliquant le th^oreme des 
functions composees, 

Fi - 4 “ F^ -{- ( ^1 '^3 “f- ^F^ = o. 

Or, en vertu de Thypothese FI^^o, ces relations se reduisent a 
Pi F“ "f" F ^ = o, F- “f" = Oj 

et determinent le plan tangent a la surface (S) en Pun de ses 
points; si ce point est sur la caract^ristique (i 6) de la surface (S), 
qui correspond a la valeur consideree de t, les coefficients des 
equations qui d(^terminent p el q et q^ auront respectivenient 
les m^mes valeurs numeriqiies : la surface (S) ct la surface (S) 
auront meme plan tangent tout le long de la caracteristique, ce 
qui prouve que (S) est bien une surface en\eloppe. 

Cette conclusion tombe evidemment en defaut si les equations 
en p el q se reduisent a des identites. En raisonnant comme nous 
I’avons fait (n"* 9) pour les courbes enveloppes, on verra que la 
surface definie paries equations F = o, F^= ocontientles lignes 
singulieres de loutes les surfaces de la famille, ou lignes dont tons 
les points satisfont aux trols conditions F^= F^,=: F'_ == o. Elle 
pourrait done ctre un lieu de lignes singulieres, non une enve- 
loppe. Mais, d^ordinaire, ce sera une enveloppe. 

Remarque. — Nous avons vii (n° 10) qu’en general une famille 
de courbes traedes dans Tespace n’a pas d’enveloppe, les quatre 
equations 

(JF i^Fo 

't) = 0 . F2(i»,r,s, 'i:) = o, jir = «> ° 

ne representant pas une courbe. Mais, si cette famille est form^e 

par les caract^ristiques d’une famille de surfaces, les equations 

ci-dessus deviennent 

, dF dF d^F 

Fic^,r,z,-z) = o, -=o, — = 0 , ^= 0 . 
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Elies se reduisent a trois. Done une famille cle caracteristiques 
admet une enveloppe j tout aii moins quand ces coui'bes ne pre- 
sentent pas de point singulier. 

16 . Une famille de surfaces etant definie par Lrois equations 

( 17 ) ^ t :), y —Mu.v.r:), z = 'z), 

ou T est un parameLre variable, void comment on ddterminera 
leur enveloppe. Cette surface (S) pourra ^tre rcpresentec par les 
m^mes equations, a condition que t soitune fonction convenable- 
ment determinee de u et Designons par A, B, C les coefficients 
directeurs dii plan tangent a Tune des envelopp^es et aussi a Ten- 
veloppe en un de leurs points communs; on aura, pour I’cnve- 
loppee, 

ley'll 4- C-3'„ =r O, 

-i- BjkI. H- G4 = 0, 

et pour I’envcloppe, t dependant ici de e, 

A t' u, 4- 4 - G 4 - ( Aa?^ 4- B 4 - C o? 

Ax[, 4 - Bjrli 4^ G^[, 4- f A^^H- == o. 

Ces deux syst^imes d’equations devant donner les m^mes valeurs 
pour A, B, C, et t ne pouvant ^tre ind^pendant de a et de e, il 
faut qu’on ait 

A 57^ 4~ By'^4“ G 5.^ 0. 

Cette derniSre relation, i-approclxee des deux analogues, entraine 

[ ■*’« y ti ^11 

■K ri- -I- - o. 

1 ‘^T y'z 

Telle est I’equation qui, jointe aux formules (17), determine I’en- 
veloppe des surfaces (17). 
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VII. — Surfaces d^veloppables. 

17. Nous avons precedemmenL (n® 13) appele surface deve- 
loppable loute surface lieu des tangentes a une conrbe. On peut 
aussi definir la d^veloppable comme etant Venveloppe dhm plan 
dont la position depend dUui parametre. En effet, la caracte- 
ristique d’un plan est une droite; les caracterisliques des divers 
plans de la famille ferment elles-niemes une famille de droites qui, 
en vertu d’une remarque anterieiire (n° IS), ont une enveloppe, 
e’est-a-dire sont tangentes a une courbe^ d’autre part, leur lieu 
esl (n° IS) Tenveloppe des plans consideres. Par suite, V en^e- 
loppe d'un plan, dont la position depend d'lin paramHre, 
est le lieu des tangentes a une courbe^ qui peut d’ailleurs se r^- 
duire a un point, situe a distance finie ou rejete a I’infini. Ainsi 
notre seconde definition des d^veloppables entraine la premiere. 
Pour etablir Pequivalence des deux definitions, nous demontre- 
rons la j^ivoposition suivante : 

Thi^oreme. — Toute surface lieu des tangentes a une courbe 
gauche est Venveloppe d^un plan mobile dependant d^un pa- 
rametre. 

Etant donnee une courbe gauche, je vais prouver qu’ll existe 
une famille de plans qui admettent ses tangentes pour caracteris- 
tiques. Les coordonnees x^y, z des points d'line courbe sont des 
fonctions d’un param^tre u. Je considere un plan passant par le 
point {x^y^z), II aura pour Equation 

A(X — .r) -4- B(Y— /)-}- G(Z — 3) = 0. 

Si les coefficients A, B, G sont des fonctions de u^ la position 
dll plan variera d’un point a I’aiitre de la courbe. On obtiendra 
sa caracteristique en associant a Tequalion prec^dente I’equation 
d^rivee 

A'(X - -f- B'( Y ~ j/) -4- G'(Z — 3) — Aa?'— By- G V = 0, 

ou les accents designent des derivees prises par rapport a u. Pour 
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qae cette caracteristique se confonde avec la tangente en z) 

X— ^ ^ L-:iZ = 
x' y ~~ z' ^ 

il faut qiie ses equations soient v6rifiees quand on y remplace Ics 
binomes X — Y — y, Z — respecliveinent par^', r', d’ou 
les deux conditions 

A rr'-i- B Cs' = o, k' x’ -h B'y Cz' — o. 

Si I’on diflerentie la premiere en tenant coinpte de la seconde, on 
forme le syst^me 

Ax'-{-By^Cz^ = o, kx"-h Bf'-h Cz'' = 0 , 

d’ou Ton deduit des valeurs proportionnellcs a A, B, C. On pent 
prendre 

A ==/;3"~ zy\ B =: z'x''--x'z\ G = x'y' — yx\ 

Par suitCj le plan chercli^ a pour equation 


(i8) 


X — x 
x' 


Y-j Z^z 

y - 

y. 



Ce plan, qui jouera plus loin un grand role dans la theoiic des 
courbes gaudies, a re^u le nom de plan osculateur; e’est Ic plan 
qui a pour caracteristique la tangente cn chaque pointde la courbe. 


18. Remarque. — Le plan osculateur ne pent pas elre inde- 
termine en chaque point d’une courbe gauche. Si Ton suppose, 
en efFet, les Equations 

fz"— z'y = o, z’x’'-- x'z” = o, x'y--yx'' - o 


verifiees pour toutes les valeurs de on cn deduit 


^ _ y” __ £ 
x' y z'' 

et, en integrant deux fois successivcmcnt, 

^ _ y _ x-^Xq _ y Jo 

a p Y ’ a p 


^ — ^0 


T 
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Comme Ici a, p, v, Zq sont des constanles, 11 est prouve 

par la que la droite est la seule ligne dont le plan osculateur 
soil partOLit indetermine, 

Remarquons aiissi que si une courbe est plane, les plans os- 
culateurs en ses diff events points se confondent avec le plan 
meine de cette courbe. Si, en efFet, on suppose qu’on ait pour 
tous les points d’une courbe ^ = o et par suite aussi d =. o, 
Tequation du plan osculateur (i 8) se r^duit a Z==: o, le binome 
x'y' — yx'^id6lSiUl pas nul, si la courbe n’est pas une droite* 

19. D’apres la definition meme des surfaces developpables , 
V enseyyible des plans tangents d une de^eloppahle forme une 
famille; en d’autres termes, le plan tangent d une developpable 
ne depend que d^un seul parametre. 11 nous suffira de traduire 
geometriquement et analjtiquement cet ^nonce pour obtenir deux 
propri^tes importanles des surfaces developpables. 

THihoREME. — Le plan tangent d une surface de^eloppable 
est le m&me tout le long de chaque generatrice. 

On a vu, en eflet (n*^ 14) que chaque enveloppee est tangente a 
I’enveloppe tout le longd’une caracteristique ; ici I’enveloppee est 
iin plan, I’enveloppe est la developpable, les caract^ristiques sont 
Jes generatrices. 

Th^oreme. — Toutes les surfaces developpables verifient une 
meme equation aux derivees partielles du second ordre qui les 
caracterise. 

Par cet enonce, il faut entendre que Tune des coordonnees, 
de toute developpable, consideree comme fonction des deux 
autres x etj)^, satisfait a I’equation du second ordre rt — 6'- = o. 

En effet, I’equation du ])Ian tangent a une surface au point 
:;) pent etre ecrite 

— qX ^ z--px-- qy. 

En general, les trois coefficients de cette equation q.^z — px — qy.^ 
qui sont des fonctions de x et y, ne se reduisent pas a des fonc- 
tions de I’un d’entre eux. C’est au contraire ce qui a lieu pour les 
developpables. Nous avons done a exprimer notamment que q 
est une fonction de p. II faut ecrire pour cela que le determinant 
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fonctlonnel de /? et de g est nul, ce qui doiiiie rt — s- ~ o. Je dis 
qu’ea verUi de cette condition le coefficient to — ^ — pj — qy esl 
line fonction de /?. On a, en eflfet, 

^rx — sy, tOj == --s.r-~--ty 
et le determinant fonciionnel do to et de p 
s ( 0 ^. — j' to'^ = y ( r/ — 5- ) 

se reduit bien a zero. 

• II suit de la qiie toule surface <[iii verifie I’eqiiaLion /’I — .s- = o 
est line developpable ; car, dans cette hypothese, Ics trois coeffi- 
cients />, to deson plan tangent sont fonctions de Tun d’eux, en 
sorte que ce plan tangent ne depend quo d’un parametre. 


VIII. — Enveloppes k deux param^tres. 

20. Nous ne considererons parini Ics syslemcs doublcinent in 
finis de surfaces que ceiix qui sont formes dc plans. Glicrclions 
s’il existe une surface (!') tangente a tons les plans (P) d’un pa- 
reil systeme. 

Reinarqiions d’abord que cette surface (S), supposee exislor, 
ne pent toucher chaque plan (P) tout le long d’une courbe. Car 
elle serait en particulier tangente tout le long d’unc courbe a 
tons les plans d’une faniille que Ton formerait en ctablissant unc^ 
relation entre les deux parainetres du sj^steme doublcnient infini. 
Mais on a vu (n'^ IS) que, quand unc surface jouit de cette pro- 
priete, elle est le lieu des caracteristiques de scs enveloppecs. Or 
ici ces caracteristiques sont des droites, et des droites ayant uiu^ 
enveloppc, en tant que caracteristiques (n** 15). La surface 
serait done une developpable; Lous les plans (P), <5iant tangents a 
une developpable, ne dependraient pas do deux parametres, mais 
d’un seal, contrairement a I’hypoth^se. 

Cela pos ^5 soit un systeme doublemenl infmi dc plans (1^), rc- 
presentes par Tequation 

(19) I ~ A .z’ 3 ^ -+• G/o 1 ) ~ o, 

ou A, B, C, D sontquatre fonctions donnccs, mais quelconqucs, de 



deux parametres a et Nous venous de voir que I’enveloppe, si 
elle existe, ne touche chaque plan (P) qu’en des points isoles. Les 
coordonnees z de Tun de ces points M sont done des fonc- 

tions de u et qui devront satisfaire a I’equation F = o, et nous 
devrons exprimer que la surface (S) lieu de ces points est tangente 
en chacun des points M qui correspondent a un systeme donne de 
valeurs (w, au plan (P) defini par ces m^mes valeurs. Or, si 
nous designons par a, j3, y les coefficients directeurs du plan tan- 
gent a la surface (S), on salt qu’ils sont donnes par les equations 

Ces equations devront done ^tre veri flees par les coefficients di- 
recteurs A, B, C du plan (P) considere; d^ou les relations 

A 5? ,4 -1- ^y\t, •+• — o, *+- ^y'^f -4- = o. 

Mais, si I’on difFerentie I’equation F ~ o par rapport a u et p, on 
obtient les deux identit^s 

P^x'i, Bjk ',4 h- “T" = 0 , A x\, -4- F[, = o, 

qui, comparees avec les precedentes, montrent que x^ y^ z sont 
les fonctions de u et de que definissent les trois Equations 

( K = A. ^ — {— B j'' *4- G z — f" D = o , 

(*2o) < F/f = -H B'j/ -H G'„. z -4- D', ~ o, 

( F'^, = AJ, -h B[,y -h D[, == o. 

11 est aise de voir que ces equations donnent g^neralemeni, 
pour chaque systeme de valeurs p, un point {x,y, s)et un seul. 
On pent, en efTet, reduire a I’unite Pune des fonctions A, B, C, en 
divisant tons les coefficients de I’equation du plan par I’un d’eux. 
Soit done 0=1. Les deux deimieres equations deviennent 

Ki^-^Ky P/f = o, 

y D'p, = o. 

Elies ne peuvent se reduire a une seule que si Ton a 

a;, ~ b;, ^ d;/ 
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Alors les trois fonctions A, B, D sont fonctions de Tune d’elles el 
les plans (P) ne dependent qtie d’un parametre. 

Dans le cas particulier ou I’on a to uj ours 

K “ b;, ^ d;/ 

les equations proposees sont incompatibles. C’est le seal cas ou 
il n’y ait pas d’enveloppe. En resnm^, iin systerne de plans re- 
presente par une equation F = o dependant de deux para- 
metres 0 ^ admet en general une em^eloppe qu on determine 
en associant a Inequation F=o les deux equations derivees 

F'« = O. F;- = o- 

21. Reclproquement, les plans tangents d une surface n ont 
d^ autre enceloppe que cette surface elle-nienie. 

En effet, I’equation du plan tangent cn un point (;r, r, 5)d’une 
surface est 

F = _ (Z - + /.(X - r/( Y - j) = o. 

Egalons a zero les d(5xnvees de F par I'apporl a x cL qui joiienl 
ici Ic role des paramelres o. Nous aurons 

Fl.= r(X-.r)-h5(Y~j) = o, 

F; = 

Cc sont la deux equations lincaires el homogencs par rapport aux 
binomes X — Y — y> Or le determinant rt — s- n’esL pas mil 
si le plan tangent depend bien de deux parainetres, e’est-a-dire si 
la surface n’est pas une ddveloppablc. D(l;s lors, ces binomes sont 
mils et les equations qui definissent I’enveloppc doiinent X .r, 
Y =y^ 'L = z, Les plans consideres n’ont done d’aiitrc cnvclopp(* 
qne le lieu de leurs points dc contact avec la surface a laquelle ils 
sont tangents, qui cst cette surface elle-memc. 

Si la surface est d^veloppable, ses plans tangenrs nc dependent 
que d’un parametre; la iheorie precedenle Lombe cn defant. Mais 
nous avons vu pr(5cedemmen t que ces plans tangents n'ont pas 
(I’autre enveloppe que la developpable elle-memc. Lc Lheoreme 
est done vral sans aucune restriction. 
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COURBURE ET TORSION. — PROPRIETES DE COURBURE 
DES GOURBES PLANES. 


I. — Cercle de coiirbure ; centre et rayon. 

Directions principales. 

1. Lcs coordonnees rectangulaires d’une conrbe (C), plane on 
gauclie, elanl siipposces exprimees en fonclion d’un parametre u, 
le plan normal en \\n poinl simple iM(.r,y, a pour equation 
(Chap. II, n-2) 

(i) (X — 5)3' = o. 

La caracteristique du plan normal, ou droite polairej esl reprc- 
senLee par Tequation prdcedente et I’equation derivee 

JjCS coslnus directeurs de la droite polaire sont proportionnels 
aux trois blnomes 

A -y, B - G = x'y'~-ya:\ 

({ui fig’urent dans Tequation du plan osculalenr, d^fini (Chap. Ill, 
n“ 17) comme ayant pour caracteristique la tangente en M. Nous 
pOLivons done d^finir aiissi le plan osculateiu' comme mene par 
un point M d’une courbe (C) perpendiculairement a la droite 
polaire de ce point. 

L’intersection K du plan osciilateur avec la droite polaire s’ap^ 
pelle le centre de courbure de la courbe (C) relatif au point M. 
La droite qui va du point M au centre de courbure K est diie 
R. 3 
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nor male principale cle (C) eti M. C’est la perpendiciilaire com- 
mune a la tangente et a la droir.e polaire. 

Le cercle de courhure est le cercle decrit dans le plan oscula- 
tenr, de K comme centre avec KM pour rajon. 

2. Pour troiiver Ics coordonnees X, Y, Z du centre de coiir- 
bure, 11 suffit d’adjoiiidre aux equations (i) el (a) celle du plan 
osculateur 

( 3 ) A ( X — ./* ) B ( \ — y ) G(Z — z) " o. 

Le systeme ainsi rorme a pour determinant A- h B- -I™ (j- ; il 
donne 

X - - cc _ Y — y _ Z — z _ -'i 

^ Bz'— cy “ ” Xy'- By 

Le rajon 11 du ccrcle do courbure est determine par la (orinuh^ 

[ _ f A2-4- B2-4- G2V2 I 

R2 - ( A/ — B H- ( 3 ~ G/ )2 — ( CV --- A V ^ 

-qui, grace aux deux identites 

( Xy'— ( 13 G y')-n - (Cy — 

A .r' H- X^y -h G o, 

se simplille et devient 

... I _ A2-f-B2-i-G2 

K2 (j/2 y2_^'2)a- 

Si Ton prend pour variable Tare 5 de la courbe, les coordou- 
nees y, z deviendront des fonctions dos^ par rinterm(;diair(‘ 
de ii dont elles dependent immedialemcnl; dies auront, cn taul 
que fonctions de ,9, les m^.mes proprietds qu’en tant ([ue fonctions 
de Li] et II cn sera de meme des cosinus directcurs a, [i, y de la 
tangente men^e dans le sens des arcs croissants; on aura dnn<t 

Xds— yf/p, Bds = yc/a — ac/y, Cdif ^ — tyh 


et, par suite, 
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Le numeraleur du second membre n’est autre chose que 

{a2 -h -h Y^) (o?a2 -h -f- d-f^) — (ondoL -4- ^d<^ n- ^(d '( = d^.^ d^^-h df^, 

puisqiie la somme a- 4 - ^-4- Y" egale a I’linite; d’ou ces ex- 
pressions equivalentes 

I ^ doL--^ d^--{- dy- _ / /d-z‘\^ 

Rj" dT^ ~\^) '^[dP'J ’^[dFj ■ 

On peut deduire de la premiere une formule valable quelle quo 
soil la variable ind^pendante. II suffit, en efFet, d’ecrire 



Ocs diverses formiiles determinenL R par son carre. On comnenl 
dc consid^rer R comme une longueur essentielleinent positWe el 
I’on prend 


( 9 ) 


y/A2H-H2^G2 


les deux radicaux ajanl le m^me signe. 


3. Des lors, nous pouvons determiner sans ambiguite les direc- 
tions principaleSj ou directions des trois droites rectangulaires 
qui ferment, cn chaque point d’une coiirbe, le triedre principaU 
savoir: la tangente^ la no rinale p rind pale et la binormale , 

La tangenie MT, men^e dans le sens des arcs croissants, a 
pour cosinus a, [3, 


“ = 1 == I = 

y - /.r'2_^y2 


le radical qui represente s^ elant pris avee le signe plus^ lorsqiu* 
les arcs sonl comples (Chap. 11, n*^ 7) dans le sens ou le point M 
se deplace sur la courbe lorsque la variable u augmenle. 

La nonnale princlpale MiN etant menee du point {x,y^z) 
vers le centre de courbiu'e, ses cosinus a', [3', y'seront determines 
par les relations 


(n) 


X-^=:a'R, 
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rapprochees des formiiles ( 4 ) et (9). On trouve ainsi 


(12) 


a' _ P' 



I 


les deux radicaiix ajant le mdme signe. 

La binormale MB est la perpendiculaire an plan osculatciir 
menee par le point M. Ses cosinus a", [ 3 ", v" dtant proporlionnels 
aux coefficients A, B, C, on aura 


(i3) 


= E = = 5 , 

A B G ^A2 (j*/ 


cl nous conviendrons de donner au radical Ic signe qu’il a rc^u 
(Ians les equations (12). 

En vcrtu de ccttc dernierc convention ct des relations (lo), les 
formules (12) deviennent 

. P' = t' - - «P"- 

Par suitCj le determinant 


P 

P' 


I a" p" 


: a'(Yp"- Py") 4- p'(«y'-^ ) -- Y'(P«' ~ «P") 


est egal a +i,cequl exprime, comiiic on sail, qiic le Lrl6drc prin- 
cipal M, TNB a inline disposition que le iriedre 0,XYZ des axes 
de coordonnees. 


4 . Tout ce qui pr( 3 cede s’ap{>li([ue sans nulle modification au\ 
courbes planes; toute droilc polairc (3lant perpendiculaire an [)lan 
de la coLirbe, ce plan se confond avec le plan osciilatcur. Lc 
centre de courbiire K csl, par suite, la position limite du |)()inl 
d’intei'section de la normalc en M avec la normale infinimcnl 
voisine. On pourrait d’ailleurs le definir ainsi. T 1 est d(jtcrmin(‘ par 
les equations (i), (2) ou Ton fait ^ o. Alors A et B sc rediiiscnt 
a zero; les coordonnees (X, Y) du centre de courbiire relatif 
au point {x, y) sont fournics par les formules 

^ , X — X \ — y 4- 
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ct la x’elation qui definit le rayon de courbure devient 
1 _ (a!'y" — yx")^ 

> R2 (a;'2-+-y2)i • 

Pour que R soil positif, on convient de prendre 


R=^< /J£±±z!i>!_ 


ou, 

(i6) 


ce qui revient au m6me, 

— — } — Tt i — 

X y — yx'‘ 


le radical dtant affecte du signe que le calcul doane pour le ddno- 
minaleur Dans le cas partlculier ou la variable in 

dcpendante esL Tabscisse, on a 


(i(>/ 


R = 




Lcs directions principales sont detei'ininees par les relations 


<‘7) 

a 



I 

x’ 

f 



(■«) 

a! 

-K 


I 

— y 

x' 

~ 



le premier radical ayantle signe plus ou le signe moins, suivan 
que Tare s et le parainctre u varientdans le ineme sens ou en sen; 
conlraircs. Le second radical a le meme signe que le premier oi 
nn signe conU^aire, suivant que I’expression C = — y es 

])osilive ou negative. Ces regies rdsultentde celles qui concernen 
Ics formules (lo) et ( 12 ). 


II. — Rayon de courbure et rayon de torsion. 

o. Considei'ons sur une courbe plane ou gauche tin arc MM< e 
les Langentes mcnees a ses deux exLr^mit^s dans le meme sens 
celui des arcs croissants parexemple. On appelle courbure de Van 
Tangle des deux Langentes extremes; la courbure moyenne est 1< 
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Dport de cet angle a la longueur de Fare; la courhure an 
int M est la limite vers laqiielle Lend la courbure moyenne 
and le point M^ vient se confondre avec M; le rayon de cour- 
re en un point est I’inverse de la courbure en ce point. 

La premiere de ces definitions repond a I’image d’une tige 
xible, priniitivement droite, et que I’on courhe plus ou inoins 
rapprochant ses extremites. La scconde lire son origine de la 
Dpriete qu’a le cercle de nous paraitre egalement courbe dans 
lies ses parties : des arcs inegaux d’un meme ceixle n’ont pas 
m^me courbure, puisque Tangle des tangentes extremes varie 
Tun a Tautre; mais le rapport de cet angle a la longueur de 
rc correspondant est egal a Tin verse du rayon du cercle; il est 
nc le meme pour tons les arcs d’un meme cercle; d’autre part, 
deux arcs de m^me longueur appartenant a deux cercles de 
/ons differents, celui qui nous parait le moins courbe est celui 
i apparlient au cercle de plus grand rayon. Quanta la troisiemc 
Gnition, elleimplique un thdoreme, dontla demonstration nous 
irnira en m^ine temps Texpression du rayon de courbui'c. 
Soient a, y; a(, les cosinus directeurs des tangentes a 

courbe au point M et au point voisin Mi; soient cp Tangle des 
ax tangentes et As Tare MIVL • Je dis que le i^apport de cp a As, ou, 
qui revientau m6me, le rapport de sin^^ a As tend vers line limite 
in determin^e quand As tend vers zero. Dans la forniule gene- 
e qui donne Tangle de deux droites 

sin« cp == ( api - Pai )2 + ( )2 - ay 0^ 

rodulsons Tliypo these actuelle 

ai=a-hAa, pi = p -h Ap, y^=y^-Ay; 
is, divisons par Ic carre dc As; il viendra 

sin^cp (a Ap — p Aa)--f- ( p Ay — y Ap )2 -i- (y Aa — a Ay )2 

As2 As2 

les cosinus a, [3, y ayant des ddrivees (n® 2) par rapport a 
rc, ce rapport tend vers unc limite 
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C’est la formule ( 6 ) de Tarticle precedent. Done, le i^ayon de 
courbure esi egal au rayon da cercle de coiirbure- On pent 
aussi ecrire 


6 . Au lieu des tangentes en deux points voisins M et ]\I^, con- 
siderons les plans osculateurs. L’angle de ces deux plans est ce 
qu’on appelle la torsion de I’arc MM^. La limile vers laquelle 
tend le rapport de la torsion de Pare MM^ a sa longueur est la 
torsion de la courbe au point M. Le rayon de torsion T est 
Pin verse de la torsion. 

L’angle A a m^me sinus que Tangle des binormales en M et 
en ]\L . Les cosinus de la binormale elant le calcul qui 

vienl d’etre fait donnera pour le carre de la torsion en M la valeur 


(20) 


~ ds^- 


Proposons-nous d’exprimet* la torsion au mojen des derivees 
des coordonnees y, z, 

Les coefficients directeurs des binormales en M et en ^tant 
A, B, G; Ai, Bi, Cj, Tangle ^ de ces deux droites sera donne par 
la formule 

• 2 • ( ABi — BAj )^4- ( BG] — GBt ( GAi — AGi)- ' 

Remplacons Ai, Bi, C| par leurs valeurs 

Ai == A — 1- AA, Bi = B — r* AB, Gj[ = G — AG j 

puis dlvisons par le carre A5- de Tare Mi\L et passons a la limite ; 
il viendra 

1 _ (AB'— BA')2.h(BG'— GB')2-f-(GA'— AG')2 

T2 (A2-f.B2-i- G2)2 ’ 

les accents d^signant des derivees. Or, en effectuant les calculs^ 
on trouve 




GA'— AG' 

y 


= Aa7'"4- By"H- Cz'\ 
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La valeiir commune de ces rapports est le developpement d’un 
determinant que nous aurons souvent a consid^rer 


( 21 ) 


A = 


27' x” y" 

r' / r 


de la resulte Texpression cherchee 


( 22 ) 


A2 


(A2-+- B2^-G2)2 


On voit que le rayon de torsion, qui n’est determlnt^ qii’au signe 
pres, s’exprime rationnellement en fonction des derivees des coor- 
donnees, ce qui u’a pas lieu pour le rayon de courbure. 11 d( 5 pend 
comme A des derivees troisiemes, Landis que R n’en depend pas. 
Pour le determiner completement, nous conviendrons de prendre 


( 23 ) 


I _ — A 

T .V 2 -+- 132-+- 


D’apres cela, le signe de la torsion est iiidependant du sens 
dans lequel on compte les arcs, puisque la derivee de Parc n’ln- 
tervienl pas dans son expression. La propi'ict6 geometrique a la- 
quelle ce signe correspond sera 6tudi^e a la fin dii Cliapitre suivant. 

Remarque, — Le plan osculaleur etant le meme en tons les 
points d’une courbe plane, la torsion d’’ une courbe plane est 
nulle en Lous ses points. Reciproquemenl, si une courbe a sa 
torsion constamment nulle, elle est plane. En effet, Pevanouis- 
sement du determinant A exprime qu’il exisle une I'clation lineairc 
et homogtoe a coefficients constants entre les fonclions d \ 

c’est la une consequence du theorcme general sur lequel repose 
la thdorie des equations differcntielles lineaii'es. L’integration de 
cette relation 

my nz^ '=• 0 


donne, avec une nouvelle constantc 

lx H- my H- -f-/> = o, 

ce qui est P^quation d’un plan. Le th^oreme est ainsi dtabli. 
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Nous demon trerons encore que les courbes dont la coiirbure 
est constamment niille sont des droites, En effet, les equations 
A = B = C = o qui, en vertu de la formule (9), expriment cette 
hypo these, reviennent a 

y z" — z' y' ~ z* x” — x' z" ~ x'y" — y’ x’' — o. 

Une integration immediate donne 

^ _ y 

a b 

a, c elant irois constantes. Integrant une fois de plus, on tronve 

X — .ro _ y — xo _ 
a b ~~ c 

formulcs qiii reprcscntent une droite. Nous avons implicitemenl 
suppose que les courbes cherchees etaient reelles. 


III. — Expressions diverses de la courbure des courbes planes. 

Exemples. 

7 , Void diverses expressions du rayon de coiu'biire des courbes 
planes, que nous obtiendrons directement. 

Si I’on designe par e Tangle que la tangente MT en un point 
d'une courbe plane fait avec une direction fixe, la definition de R 
donne, au signe pres, 



i'‘ Employons d’abord des coordonnees rcctangulaires et 
suit X la variable. On a alors 

s = arc tangy', ds = /i dx, 

ct il vient 

(l±yyf 
- y • 

C’esL la formule (16)' deja trouvee autrement (11° 4 ). 

Rapporlons maintenant la courbe k des coordonnees po- 
laires, 7^, G. L’angle s de la tangente MT avec I’axe polaire a pour 
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expression 9 + V, V etant Pangle qiie fait MT avec le rayon vec- 
teur, et qui a pour cotangente la derivee logarithmique r': r de ;* 
par rapport a 9. On a done 

d$ = s/ e = 0 H- arc tang p ^ 


d’ou, en effectuant les calculs, 


(*2t) 


R = 


-i- 2 r'- — 7v" 


Si Ton introduit I’in verse z du rayon vecteur on a 


£ — G — arc tang 


d’ou la formule plus simple 
(25) R = 


z^{z~^ z'y 


3^^ La longueur p de la perpendiculaire abaissee du pole sur la 
tangente MT ^.tant r sinV, il siiffit d’eliminer rfG entre les equa- 
lions 


R = 


ds 


tangV = 


7’ dS) 
dr 


pour troiiver 
(2G) R=: 


7' COS V ds 


r dr 


sinV 7’ cos V oJV (^(/’sinV) 


r dr 
dp 


formule qui intervient dans certaines applications. 

4'' Gherchons encore le rayon de courbure d’lme courbe (E) 
definie comme enveloppe de la droite 


(27) 


X COSO -i-jK sin'f = p, 


p ^tant une fonction donnee de I’angle cp. A I’equation ) ad- 
joignons (Ch. Ill, n'^Q) r^quation derivee 

(28) — a? sincp H-jKCOsep — 

Le systeme ainsi forme determine les cooi'donn^cs y de la 
courbe (E) en fonction de o. Or cet angle est celui que fait avec 
I’axe des x la normale a cette courbe; il a meme differentielle que 
Tangle de la tangente avec Ox\i\ suffit done, pour avoir le rayon 
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de courbare, de diviser relement d’arc ds par rfcp, ce qui donne 

les dei'ivees ^tant prises par rapport a cp. DlfFerentions les equa- 
tions (27) et (28) en considerant maintenant ^ et jk comme des 
fonctions de o et en tenant compte de ces equations elles-memes ; 
nous trouvons 

ip' COSO sin o = o, 

— x' sin 9 jk' cos o = p 

d’ou, en faisanl la somme des carres, on d^duit, au signe pres. 


(^ 9 ) 


R = p -H p\ 


De cette formule, on pent tirer celle qiie nous venons d’etablir 
autrement. Ajoiitons les Equations (27) et (28) inembre a membre 
apres les avoir elevees au carre; il vient 

7-2 =z x’^ = p~ p'-. 

Differentiant, nous trouvons 


;• dr , 


dp 


d’ou I’on conclut irnmediatement 


R = 


r dr 
dp ' 


en tenant compte de la relation (29). 


8. Avant de donner des exemples des formules pr^cedentes, 
nous aliens en deduire une relation qui lie le rayon de courbnro 
a la longueur que nous avons appelee normale (Ch. II, n° 2 ) el 
dont nous preciserons ici la definition. Tout point de la normale 
en M(^, peut etre represente par les formules 

X = 57-ha'/, 

pour les points situes du meme cote de M que le centre de cour- 
biu'e, I est positif ; pour les autres il est negatif. Nous appellerons 
normale en M et nous representerons par N la valeur alg^brique 
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de I qui correspond an point ou la normale rencontre Vaxe des x\ 
nous aurons done 


N=-^,. 


Or les cosinus a', j3^ de la normale sont d^finis (n°3) en grandeur 
et signe par les relations 

'R, 

quand est la variable independanle. Par suite, il vient 


N = — 


I H-ya 


Cette egalite, qui a lieu en grandeur el signe, ne lardera pas a 


nous servir. 


9. Cherchons maintenant les expressions des rajons de cour- 
bure de diverses courbes usuelles. 

Coniques, — L’equation de ces courbes 

y = -r- 2 p a? Y, 

difTerenliee deux fois par rapport a cr, donne 
, _ “hp ,, _ OCY ~ 

^ ~ ' y ’ ~ ■ 

On deduit de la le rajon de courbure 

^ [a(a H- 2p(a -h i) -h y3“ 

y ^Y-r^ 

Or, si Ton eleve an cube les deux mcinbres de reqiialion (do), 
on trouve, en lenant coinple de I’expression g6nerale dc IV-, 

N3^ Ryy3 _ 

mais, pour les coniques, on = ay j3-, en sorte qu’il vient 


— aY 
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Ain si le rayon de courhure d'line coniqiie d centre est proper- 
tionnel an cube de la normalcy limitee a un axe de symetrie. 
Supposons qiie ce soit I’axe focal qui coincide avec I’axe des x. 
Si Ton prend pour origine le foyer de gauche, qu’on appelle e 
Texcentricite, p le param^tre (ordonnee an foyer) I’equation de 
la conique sera 

y~~ {^ex /?) 2 ; 


son identification avec I’equation generale ci-dessus donne 


d’ou resulle P’- — ay"/?-. Kn consequence, le rayon de cour- 
bure est egal an cube de la normate limitee d Vaxe focaly 
dwise par le carre du parainetre. 


Parabole . — L’enonce precedent est valable pour la parabolc, 
que caracterise I’liypothese a = o ; inais on arrive a un resiiltat 
plus simple en limitant la normale a la directrice. La courbe etant 
rapportee a sa directrice, prise comme axe des x, et a son axe de 
symetrie, son equation est 

x'^ — ‘2 py — yj- = o. 


On en deduit successiveinent 


y == 


X 
— , 
F 



R = 


3 


Pour comparer le rayon de courbure a la normale, rappelons la 
formule (3o) 

R _ I 

^ ~ Jy 

A raison des valeurs acluelles de j', y ety^, son second membre 
se reduit a — 2 . Ainsi, le rayon de courbure de la parabole est 
double de la normale limitee d la directrice ^ et il est dirig e en 
sens contraire ; ce qui donne un moyen simple de le construire. 

CycloXde. — La cycloi'de decritepar un point M d’un cercle de 
rayon a^ qui roule sur Taxe Ox, est representee par les equations 


^ — sinw), = a(i — cosm). 



78 


CHAPITRE IV. 


L’angle u etant le double de celui que la tangente en M a la 
cj^cloide fait avec I’axe des jk, le rayon de courbure aura pour ex- 
pression 


R = 2 


= V( 


dx 
du ] 






Mais on salt que la normale en M a la cjcloide se confond avec 
la droite qui joint le point M au point de contact N du cercle ge-- 
nerateur avec O^, base de la courbe; Ic segment MN on la nor- 
male limitee a la base est done la corde de I’angle u dans le cerclc 

generateiir, et a pour longueur 2 a sin Done, le rayon de cour- 
bure d' line cycloide est double de la normale limitee a, la base, 
et il est dirige dans le meme sens, vu la forme de la courbe. 


Fig. 3. 



Pour etablir ce resiiltat au mojen des seules (Equations de la 
courbe, remarquons que la foi'inule (3o) pent s’ecrire 





^arc tang 


dy\^ 

dx j 


Mais des equations de la cycloide on deduit 


dx 


dy u 

-f- = cot- , 
dx % 


dy 


arc tang = ~ 
^ dx 2 


ce qui donne 



R 

2 


conformtSment a ce qui vient d’etre Lrouve. 



Chainette- — La cliainette est d^finie par I’eqnation 





Taxe des x est sa hase^ la longueur a son paramhtre, En differen- 
tlant JK par rapport a on troiive 



T-4-JK 


o _ .r" 



d’ou r^siilte I’expression du rajon de courbure 


^ y « 

Les relations pr^cedentes donnentimm^diatementj^j)/'=i-HjK^", 
(le sorte qiie la formule (3o) devient R = — N. Done, le rayon 
fie courbure de la chatnetie est egal d la norinale, limiiee d la 
base, et il est dirige en sens contraire. On voit aussi sur I’ex- 
pression de R qiie V ordonnee de tout point de la chatnetie est 
moyenne proportionnelle entre le parametre de la courbe et 
son rayon de courbure en ce point. 


Fig. 4. 



D’api'cs cela, le segment MH, projection de Tordonnee sur la 
normale, est %al au parametre. Si done on projette le pied P 
de Tordonnee en L sur la tangente, le segment PL sera constant 
ct egal ail parametre. Clierchons znaintenant la longueur s de 

Parc AM; I’expression irouvee pour i -4-^- donne s’ =z ay^^. 



So 
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Integrant depuis ^ = o, on trouve s — ay. Or, c’est precise- 
ment la le c6t^ LM du triangle MLP, puisque PL egale a et quo 
Tangle en P a pour tangente y , Done, V arc de la chaiiiette, 
compvis entre le somniet et uii point M, est egalct la projection 
de V ordonti6e de M sur la tangente en ce point, 

Leniaiscate. — Cette courbe a pour equation en coordonnees 
polaires 

7' ■= a \J cosaO. 

CalcLilant la derivee logarithmique de ;* par rapport a 9, nou^ 
trouvons (n^ 7, 9.") 

d sinoO . r 

colV = -- = sin\ = — - = cos 9 0, 

r COS90 

Or la distance p du p6le a la tangente an point (/*, 9) etant egale 
a rsinV, il vient 

A 

P ~ r cos uO rr= a cos - 9 0. 

Appliquant la forinule V^dp — r dr^ nous trouvons 
R — d(oos9.()) __ a _ 

dicos^'id) 

Ainsi, le nfyon de courbure de la lemniscale varie en raison 
inverse de son rayon vecteur. 


IV. — Determination de courbes planes par des propridt^s 
du rayon de courbure. 


10. Lc rajon de courbure etant un element du second ordrt‘, 
si Ton cherche les courbes dont le rajon de courbure a une rela- 
tion donn(§e avec des elements du premier ou du second ordre, on 
sera conduit a integrer une e(|uation difTerentielle du second 
ordre. Void des cxemples ou la solution n’exigc qiie des qua- 
dratures. 
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Pkobleme. — Trouper toutes les courbes dont le rayon de 
courbure est proportionnel d une puissance de la normale, II 
s’agit ici de la normale N limitde k I’axe des x] nous avons 
trouve 




y 


Nous g^neraliserons la question proposee en supposant R de la 
forme AN 4- A’N'*, ce qui donnera Tequatlon du second ordre 


(n-y2) 


[aj-+- A jK"(i-+-y-) ^ ]y. 


Cette equation ne contenant pas la variable on Fabaisse an 
premier ordre en inlrodiiisant Pinconnue auxiliaire y’ = p et 
eliminant la difFerentielle dx au mojen de la relation dy = p dx\ 
il vient ainsi 


dy _ hpy 
dp 


w — 3 


ce qui est une equation de Bernoulli pour la fonction y. Par 
deux quadratures on en deduira ^ en fonction de on tii'era 
ensuite x de la relation dy=^pdx an moyen d’une troisieme 
quadrature. Les deux coordonnees des courbes cherchees seront 
ainsi exprimees en fonction du parametre p^ qui est le coefficient 
angulaire de la tangente. 

Nous etudierons seulement quelques cas particuliers. 

Le rayon de courbure est proportionnel au cube de la 
normale. — Elevens au cube les deux membres de la formule (3o) 


IN =— R- 


rf 

n-y^' 


puis remplacons N'** par /cR; nous aurons 

(,H-y2)3’ 

ou, en nietlant pour R- sa valeur conniie, 

k=-y^r=-y^p^. 


R. 


6 
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Separant les variables et integrant, on trouve 

I 

== const. = c. 

k 

Reniplacons p par dy\dx^ resolvons par rapport a dx eL integi'ons ; 
nous aurons successivement 

dx = j ck{^x — x^) — \/ cky- -4- k, 

s/ cky^ H- k 

On trouve ainsi des coniqiies admeUant Vaxe des x comme axe 
de Les paraboles ne sontpas exclues; on les obtiendraii 

en faisant c = o avant la clerniei'e integration. Ainsi, la propriele 
signalee an d^but dii n‘^ 9 est caracteristique des coniqiies. 

2 *^ Le rayon de courbure est proportionnel d la nor male. — 
Dans la formule (3o) faisons R = A N; il viendra 

it. 

1 4- I -h/)2 dy* 

Separant les variables et integrant, on irouvc 

- c 

(jl) j(r -r-/?-)~ = const.rr: - . 


: — 2 , nous tirons successivement de la 


j dy 

dx = -- — ^ 

{x — iTo)- ^-^.cy — C-. 


Cette equation represente toutes les paraboles ayant pour di-- 
rectrice V axe des x; la propriete trouvee au n° 9 est done carac- 
teristique de la parabole. 

Si A’ = ^- 2 , Tequation (3i), oii Ton remplace c par donne 



II siiffirait d’integrer pour avoir x en fonction de y\ mais il est 
preferable de reniarquer qu’on pent ecrire 

dx yd d.vc cos ^ i — 
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equation que Ton pent remplacer par les deux suivantes 
j = a(i — cosw), dx^ydu^a[i — c^os u)du\ 
integrant la derniere, on trouve 

X — Xq= a{u — sin?^). 

Les expressions que nous venons d’obtenir pour yelx sont cedes 
qui definissent (n° 9) line cycloide dont le cercle generateur 
route sLir Vaxe des x. 

Si /: = +i 5 Fequation (3i), apres changement de c en %a, 
donne successivement 

dx ~ ^ — , x — XQ = \/a - — 

On trouve ainsi Lous les cercles ayant leitr centre sur Ox^ 
r^siiltat qui ^tait facile a pr6voir. 

Si A* = — I, Fequation (3i), rendue rationnelle, devient 



A.U lieu d’en tirerrf.?? et d’integrer, remarquons queceUe equation 
est v(5rifi^e par la fonclion 


r = 




Xn 

e 


H- e 


)• 


File represen tera done toutes les chainettes ayant pour base 
Vaxe des x^ ce qui complete im resultat trouve au n° 9. 


11. PiioBLEMK. — Trouper toutes les courbes dont le rayon 
de courbure est une fonction donnee^ soit de la distance de la 
tangente d un point Jixe^ soit du rayon vecteur. 

Soient M un point d’une courbe, r sa distance a Forigine, p la 
longueur de la perpendiculaire abaiss^e de Forigine sur la tangente 
en M; le rayon de courbure R en M a pour expression (n° 7) 



ClIAPITRE IV. 


8 '^ 

Supposons d’abord que R soit une fonclion doiinee de p ; nous 
aiirons 

Le probl^me revienl done a troiwer Les courbes dans Lesquelles p 
est une fonction conniie de r, Soient 0 Tangle que fait le rajon 
vecteur OM avec un axe issu du pole O, et d la d<§riYee de r par 
rapport a 9. On obtient ais(§ment la formule 


En egalant p a une fonction de /', on arrive a une Equation de la 
forme /*'= <^p’on integre par une quadrature. 

Supposons maintenant que R soit une fonction donnee de r\ 
on aura 


-df 


Tlrons dp et integrons, ce qni donne 


r r dr 


nous sommes rainenes a la question qui vient d’etre resolue. 

Considerons par exemple le cas oli R varle en raison inverse 
du rayon vecteiir : 

rdr _ a- 
dp 3 /* 

L’inldgralion conduit a 

r3 — a'^p = const. = b^. 

Reinplacons p par son expression (Sa), puis resolvons par rap- 
port a /•'; nous serons finalement ramenes a Tintegrale 


■f 


(rS ^3) fr/y. 


r2(r3_ ^3)-> 


(|ui est une integrale hyperelliptique. Dans le cas particiilier oii 
I’on prendrait 6 = o, on aurait siniplement 


0 =: 


/ rdr _ ' r 


dz 


/ 1 



vjv/unuux«.j:i o i i. • x-AV^rxi.j.jCi i jls A»Ji vjv^unounc. 




en posant r- = a~z. Cette equation donne s=cos2(9 — 9o); 
on trouve ainsi des lemniscates toutes egales k la lemniscate 
cos 2 6, ce qui s’accorde avec un r^sultat anterieur (n°9); 
mais on voit que la lemniscate n’est pas la seule courbe dont le 
rayon de courbure et le rayon vecteiir aient un produit constant, 
puisqu’elle correspond a une valeur particnliere de b. 


V. — Equations intrins^ques des courbes planes. 


12. On appelle equation intrinseque d’une courbe plane la 
relation qui lie son rayon de courbure a son arc. Cette denomina- 
tion est motivee par la proprlete suivante : 

Thii:oiieme. — Une courbe plane est entierement deter minee 
de forme lorsqiC on donne V expression de sa courbure en fonc- 
tion de son arc. 

En effet, de I’equation 

oil la fonction cp est suppos^e donnee, on deduit Tangle e que la 
langente menee a la courbe a Textremite de Tare 5 fait avec une 
droite fixe prise pour axe des x : 

6= f ?(s) c/s = lo-h/(s). 

Connaissant e en fonction de s, on appliquera les formules 

dx dv 

-T- = coss. “7" = sms, 

ds ' ds 


demonlrees anterieurement (Chap, II, n® 7) et qui donneront 

x^J cos(/-i- So) jr = J* sin { f Zq) ds. 

Si Ton represente par ^ et vj les deux integrales 

$( 5 )= r cosf(s)ds, ■3q(^)= / sin f{s)ds, 

do 
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par a^o et jko deux constantes arbitraires, on voit qu’on aura 

a; = 5?o H- ? cosso — yi sinso, 

= j/q-H 5 sin So H- '0 cos So* 

Ces formules, qui resolvent entierement le problemej sont iden- 
tiques aux formules de transformation des coordonnees; elles nc 
representent pas autre chose que la courbe a: = jr z=:r^(s)^ 
d^placee dans son plan, d’une mani^re tout a fait quelconqne 
puisque JKo sont arbitraires ; mais la forme de cette courbe 
est parfaitement determinee. 

En consequence, si I’on connait une courbe satisfaisant a unc 
equation intrinseque donnee, on pent affirmer que c’est la seule. 
Ainsi, dans le plan : 

la droite est la scale courbe qiii ait son rayon de courhare 
injini; 

le cercle est la scale courbe qui ait son rayon de courbure 
const ant j mais fini; 

la chainette est la scale courbe verijiant V equation intrinseque 

a 

Nous avons vu, en effet (n“ 9), que le rajon de conrburc, I’or- 
donnee el Tare de la chainette sont lies par les relations 

d’ou resulte visiblement la proposee. 

Pour demontrer directement Tun de ces I'^sultats, il suffira d’ef- 
fectuer, sur la fonclion particuli^rc o(^s) qui aura ete donnee, Ics 
integrations par lesquelles nous avons etabli le th(5or^me prece- 
dent, Ainsi, soit donne R = consL==a. On aura successivement 



cos 6 ds : 


. s Sq 

a sin j 

a 
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d’ou I’oa d^diiit immediatement Tequation 


qui repr^sente tons les cercles de rayon a. 

Exemple . — Soil donnee Pequation intrinseque K“+S' = i 6 a-. 
On en tire 

r ds 

'~J 7ft 


= arc sin— j 5 = 4^ sms. 
i6a2 — 52 4 a 


II est commode ici de con server e comme variable auxiliaire, 
ce qui donne 

CG — j" cos£< 3 ?s = 4a j" cos^zdz =a(a£ -hsinae), 
y =■ J* sin£if5 = 4a ^ sins cos £ c?£ = a( — i — cos as). 


SI maintenant on remplace as parrc-f- ontrouvera, abstraction 
1‘aite du signe deyet d’une constante ajontee a les formules qui 
representent (n° 9 ) une cycloi’de. 

Remarque, — II est a peine besoin de faire observer qu’une 
coiirbe plane est entierement determin^e de forme quand on donne 
son ra\^on de courbiire et son arc, exprimes en fonction d’une 
variable auxiliaire. C’est ce qu’il serait bien aise de demontrer. 
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CHAPITRE V. 

:ntales de la tiieorie des courbes. 

PLICATIONS DIVERSES. 


des cosinus des directions principales. 


eauconpde questions relatives anx courbcSj 
Les fondainentales de M. Frenet, qui font 
dies des cosinus des directions principales, 
ontrer. 

qui concernent la tangente, ecrivons les 
tent la droite polaire quand Parc cst pris 
ante : 


■(Y— 7) p -i-(Z— ;:) Y =0, 




I plan normal et la secondc s’en deduit par 
nations montrent que le plan (1)' est per- 
)rnial (i). Par suite, la normale principalc, 

! a I’intersection de ces deux plans ct situce 
erpendiculaire an plan (1)'. On a done 

3?a __ I _ 1 d^( _ , 
is ds ^ Y ds ”” 

alenrdes rapports ^gaux. Tirons les dc 5 ri~ 
) substituer dans I’equation (i)';il vient 

relations (ii) du Chapitre prec<^denl, on 
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)nclut /^R= I, et, par suite, les formules 

da ^ <x! p' d’^( y' 

^ ^ S ““ r’ ^ ~ r’ S? ~ r‘ 

Eq vue d’obtenir les differendelles des cosinus de la binormale, 
ppelons-nous que la tangente est la caracteristiqiie du plan os- 
ilateur. Nous pourrons la d^finir par les deux equations 


) 

) 


a" p" f = 0, 


^da" ^df^" 


H- (Z -7- s) 




ds 


o, 


)nt la seconde s’obtient en differentiant la premiere el repre- 
nte un plan perpendiculaire au plan osculateur (2). Ce plan, 
ypele plan reciijiantj coupe le plan osculateur suivant la tan- 
jnte. Ainsi la normale principale, qni est perpendiculaire a la 
ngenle et situ^e dans le plan osculateur, est perpendiculaire au 
an rectifiant. On a done la suite de rapports egaiix 

2^ ^ T _ 2 

a' ds ~ p' ds ^ Y ^ 

)nt la valeur commune est, au signe pres, egale a la torsion, en 
rtu de la formule (i 5 )du Chapitre pr^c6dent. En prenant la 
rsion meme pour les representer, on attribue un signe a cette 
andeur et Ton trouve les formules 

doc" __ a' d^" _ P' dy^ _ Y 

^ 

ais, si I’on veut determiner I’expression algebrique de la tor- 
)n, il faudi'a reprendre le calcul fait au Chapitre precedent (n^ o), 

L proceder comme nous I’indiquons plus bas (n*^ 2 , Rem. IT). 

II nous resLe a trouver les derivdes des cosinus directeurs de la 
►rmale principale. Partons de la condition 

a2 - 4 - a'2 a"2 = 1 , 

li lie les cosinus directeurs a, a', oY! de Faxe Ox par rapport aux 
oites MT, MN, MB. On en tire, par differentiation, 

, da' da „ da" 
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(I’ou, en tenant qompte des formules des deux premiers groupes, 

^ ^ ds R T' ds R T’ ds R T 

Les deux derni^res relations se ddduisent de la premiere par sy- 
metrie. Ainsi se trouvent etablies les formules fondameniales 
de la tlieorie des courbes. Nous allons les transcrire ensemble, 
en n’ecrivant que la premiere de chaque gronpe : 

doL ^ ol' dyl __ a a" dol’ ^ ct! 

dh'^ 'K' 5F“~“r"~T' 'dT " T' 

Nous ne ferons, dans tout ce Ghapitre, que les appliquer a la so- 
lution de divers problemes, nous bornant ici a signaler commc 
line de Jeurs consequences immcdiates la formule 

ds^ “ R2 T2 ’ 

qiii est I’analogue des relalions (i/[) et (i5) du Ghapitre IV. 


2. Remarque 1. — Ilconvient deprouverque le signe attribud 
ci-dessus k la torsion est bien celui qui resulle de la convention 
faite au n^ S du Ghapitre IV. A cet effet, rcportons-nous a co 
Ghapitre et diflTerentions a" tird de la premiere des equations (i3) ; 
il viendra 

~~ ( A2 -h B2 G2) G^ 

le radical ayant le signe de s\ Le numerateur pent s’ecrire 

B(BA'~ AB')^ G(GA— AG') Gy)A, 

a raison des identites deja mentionnees 

AB'— BA' _ BG'— GB' _ GA'- AG' 

“■ y ^ 

Nous aui'ons done 


ds 


(B^^- cy)A 

(A2-4-B2-H C2) v/A2-i- G2 /y2>|-y2H_ 


ct, si Ton lient compte des formules ( 12 ) ou les deux radicaux 



ont, comme ici, le m6me signe, on pourra ecrire 

I _ — A 

a' ds C2* 

En vertu de la formule (aS), le second membre est egal, en gran- 
deur et en signe, a la torsion, conform^ment avec ce qne nous 
venons de trouver, 

C’est la line demonstration directe des equations (II). En voici 
Tanalogue pour le groupe (I). La premiere des relations (i o) donne, 
par differentiation, 

, ^'2) — w' {x' x'' y y” z' z") 

Le radical represen tant s\ on pent ecrire 
dx _ BV— G/ 

Mais, d’apr^s les equations (9) et (12), ou les deux radicaux sont 
pris avec le m^me signe, le second membre de la formule pr^c^- 
dente est precisement egal an rapport ^ \ R. 

Remarque II, — Les formules fondamentales permettent d’e- 
valuer la torsion. Partons en effet de Fidentite 

A -{— ^y" ~f“ G ^ “ n j 

Fune de celles qui definissent les coefficients 

A = y'z"— zy\ B = z'x''— x^z", G = x'y'—y'x^ 
du plan osculateur; differentiee, elle donne 

A'x"-\- B'y- 4 - C'z" = — . ( A^"V By’"-^ Qz"') = — A. 

Or, d’apres la definition de a" (Ch. IV, n° 3 ), on a 
A = a" /A2-r^B2^ G2, 

le radical ayant le signe de s'. Diffdrentions A, en tenant compte 
des formules (11); nous trouverons 

X'=~ (/I^nP^TC* -H /A2+BS-t-C*. 
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Mais, ea vertu des relations (la), ceci pent s’ecrire 

A' = -^^" 4 - v/Ai-i- B2-+-G2. 

T du 

On aurait pour et C' des expressions analogues. Siibstiuions- 
les dans le developpement de A obtenu ci-dessus, et observons 
que la sonime py'-h est niille. II viendra 

— TA = (B-s'— cy) (G;r'— A:j') /'h- (Ay— B:r') ^5"=: A2 h- B2-f- 

ce qui donne I’exprcssion connue de T. 


II. — Quelques propriet^s des helices. 

3. Definition. — Etant donnes un cylindre, de forme quel- 
conque, el un plan surleqnel sont tracecs deux droites, on enroule 
le plan sur le cylindre de faconque I’une d’elles s’enroulc surune 
section droite du cylindre; la courbe suivant laquelle s’enroule 
I’autre droite du plan est une helice. Si le cylindre est de revolu- 
tion, I’heiice est dite circulaire. 

Traduite en termes plus precis, la definition precedente pent 
s’enoncer ainsi : une helice esi la courbe qn’on trace sur un cy- 
lindre en portant sur cbacune de ses generatrices, a partir d’une 
section droite, une longueur proportionnelle a I’arc dc cctte sec- 
tion compris entre la gendratrice et une originc fixe. 

Une helice est done representee en coordonnees rectangulaires 
par les formules 

(4) r = 

ou ddsigne I’arc de la section di'oite du cylindre; les func- 
tions et A sont, en consequence, liees par la relation 

(5) I. 

Nous allons passer en revue quelques propridtes des courbes 
ddfinies par les equations (4) et (5). 

Dare d^une helice est proporlionnel d Varc de la section 
droite da cylindre qui la porte* — En effet, I’lidlice passe par 
le point pris pour origine des arcs sur la section droite. Si I’on 
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compte son arc $ a partir de ce point, il s’annulera avec . Or on a 


ds^ = dx^~+- djr^-h dz- = ^^2 _j_ k'^dsX = (n~ ^2) ds\ ; 


d’ou I’on conclut, par line integration immediate, 


s = Si /i-H 

Le param^tre k pouvant dtre suppose positif, il existe un angle 
aigu cp dont k est la tangente. On aura done 


k == tango, 


s 


•^1 

cosep 


resultat que I’on pourrait considerer comme Evident, d’apres la 
definition mecanique de I’lielice. Car les arcs sont les segments 
de la droite qui s’enroule suivant la section droite; les arcs s sont 
les segments correspondants de la droite qui s’enroule suivant 
I’helice; si cp est I’angle aigu de ces deux droites, le segment 
projection du segment 5 , est egal a 5coscp. 

a" La tangente cc V helice fait un angle constant avec la ge- 
neratrice de son point de contact. — En efFet, le cosinus y de 
cet angle a pour expression 

dz k ds\ 

Y =r — = SIIIO. 

sji-^k-dsi 


Ge resultat est Evident d’apres la premiere definition de I’helice. 

3° La iiormale principale de V helice est normale au cylindre 
en son point d^ incidence. — En effet, le cosinus f de Tangle 
qii’elle fait avec Os est mil en vertu de la formule R^^^y = y'rf.s' 
et de Ja propriete precedente, y = const. La normale principale 
est done perpendiciilaire ala generatrice du cylindre; inais ellc 
est perpendiciilaire aussi ala tangente a rht§Hce, qui est une autre 
droite du plan tangent au cylindre. Elle est done perpendiculaire 
a ce plan tangent. 

4° Le rayon de courhure de V helice est proportionnel d celui 
de la section droite du cylindre. — Si Ton appelle R et R, ces 
deux rayons, on aura 
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Le dernier tenne de la seconde formule est mil, la deriv< 5 e de y 
dtant nulle. D’autre part, on a, quelle que soit la fonctlon 

dt ^ dt ds I dt _ I d^( 

dsi ^ ds dsi coscp ds^ ds\ ^ cos^^ ds- 

Ges relations, appliquees aux coordonnees x et donneiU 

I _ cos'^cp _ Ri 

R 2 - R 2 ' ^ COS^cp* 

5 " Le rayon de torsion de Vhelice est proportionnel d son 
rayon de coiirhure. — En effet, d’apres la pi'opriete 2“, le plan 
osculateur de I’helice fait Tangle cp avec le plan des xy\ la binor- 
male fait done aussi Tangle o avec Taxe des z\ d’oii = coscp. 
Mais, d’apres Tune des formules fondainentales 

ds T R T ' 

ctant nul, on a 

T / 

J- =_COt<p, 

ce qui demontre la proposition que nous avions en vue. 

4 . Gertaines des proprietes pr<§cedentes caracterisent les 
helices. Alnsi, toute coiirbe dont les tangentes font un angle 
constant aoec itne direction fixe est une helice. En effel, si les 
tangentes font un angle constant 90® — cp avec Taxe des 5, le co- 
sinus Y est dgal a sln<p. On a successivenient 

dz = Y ds = sino ds'^ 3 5 sin 9. 

Soit Si Tare de la projection de la courbe sur un plan perpen- 
diculalre a O s; on aura 

ds^ = -I- dy^ -{- dz- dsl-h sin^ cp ds^, 

dsi = cos cp = 5 cos cp, 

a la seule condition de faire passer le plan des xy par Torigine des 
arcs de la courbe gauche. D^s lors, on a ^ tangcp, ce qui esi 
Texpression analytique de la definition des helices. 

Toute couT'be dont la torsion et la courbure ont an rapport 



constant est une helice, En effetles formules de Frenet donneni 


cl^ ^ ol' d'x” __ a' dx" __ R 

di ^ K' ~d7 ~T' “ T* 

Soil H la valeur constante du rapport R : T. Nous poiivons ecrire 

dx" =ndx, d^" = H d ? , dY' == H 

a"=Ha-A, y"=Hy~G, 

en d^signant par A, B, G Lrois constantes d’int^gi'alion. Ajoutons 
ces equations, apres les avoir multipliees respectivement par a, 
j3, y. II viendra 

Aa-:-BpH-GY = H, 

ce qui montre que les tangentes aux courbes cherchees fonttoutes 
Lin angle constant avec une direction fixe, celle dont les coeffi- 
cients directeiirs sont A, B, C. Par suite ces courbes sont des 
helices. 


5. Pour Vhclice circuUnre, les resultats sont encox'e plus re- 
inarqnables. Le cjlindre qui portc la courbe etant de revolution, 
sa section droite est un cercle; le rayon de courbure est con- 
stant. II en resulte que le rayon de courbure de Vhelice est con- 
stant puisqu’on a 

Rt 


R =: 


cos'^o 


= R,(I^ A-2). 


Le rayon de torsion est constant^ comme etant dans uii rapport 
constant avec le rayon de courbure. Toute courbe qui a sa cour- 
bure et sa torsion constantes est une helice circulaire- C’est 
une helice, piiisque le rapport R : T est constant; et la section 
droite du cylindre qui la porte est un cercle, puisque son rayon de 
coiu’bure R^, 4tant dans un rapport constant avec R, est lui aussi 
constant. 

Le lieu des centres de courbure d^ une helice circulaire est 
une helice circulaire de ineme axe et dont le lieu des centres 
de courbure est U helice proposee. On a vu, en eflfet, que la nor- 
male principale d’une helice est la normale au cylindre sur lequel 
la courbe est trac^e. Dans le cas actuel, la normale principale en 
tout point M de Ph^lice donnee rencontre Paxe 0^ du cylindre, 
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ie revolution. Le centre de courbure correspondant [jl est 
ie cet axe d’une longueur 

pi= R, — R = Ri/:2, 

nc sur un cylindre de revolution ayant pour axe I’axe dc 
consideree. Or si I’on compte les arcs Si et a des sections 
ies deux cylindres a partir des generatrices d’un point M 
m centre de courbure [a, ces deux arcs seronl dans un 
constant ; comme le,5 du point p., que nous appellerons C, 
a celui du point M, on voit qu’il varie proportionnelle- 
7. Ainsi le lien du point [ji est une helice circulaire ayani 
Le que la premiere. Des relations 

’ — = Xa = "= ^ J r-: ksi, 

Ri Ri 

it x/: = 1, ce qui prouve que le centre dc courbure de la 
helice pour le point pi est le point M lui-meme. En eflet, 

' la droite p-M et sa distance a 0-c est 

done reciprocite entre les deux helices : chacune d’elles 
u des centres de courbure dc I’autrc. 


III. — D^veloppantes. 


finitions, — Quand les langentes d’une courbe (C) sonl 
3 a une courbe (Co), on dit que (Co) est unc developpanle 
t que (C) est une cLeveLoppee de (Cq). 
hons d’abord les developpantes d’une courbe (C). Sur 
tangente a cette courbe il s’agit de porter a partir du 
contact M(^,y, z) un segment tel que le lieu de son 
e Mo coupe toutes ces tangentes sous un angle droit, 
"oj yo) coordonn^es des points Mo de la deve- 

. Nous aurons 



JL V^tl4U«JUL<0 X JL dX ViV^UAddO VTiX U UXlJ:i 3 « 


yy 

Oa dedait de la par differentiation 

dx^ = dx OL dl 1 da z= oL^ds 4- dl) -h I da^ 

et deux expressions analogues pour dy^ et dans ces for- 

mules s repr^sente Parc de lacourbe (G). La condition d’orthogo- 
nalite des tangentes en M et Mo 

a dxQ H- p dyo 4- y dzo = o, 

formee avec les diff^rentielles prdc6dentes, se reduit kds-^dl=o^ 
d’ou, par une integration immediate, on conclut 

(6) ^ 4- 5 = const. = G, / = G — s. 

Done, pour avoir une developpante d^une courbe (C), il faut 
porter sur chocune de ses tangentes, d partir de son point de 
contact M, et dans le sens des arcs croissants, une longueur 
qui, ajoutee d V arc compris sur la courbe (C) entre une ori- 
gine fixe et le point M, donne une somme constante. 

7. Du th^or^me que nous venons d’etablir resultent diverses 
consequences. 

1 ° Toute courbe admet une infinite de developpantes ; car, k 
chaque valeur dela somme constante correspond une courbe 
qui coupe a angle droit les tangentes de la propos^e. 

2 *^ La determination des developpantes d^ une courbe donnee 
depend d^une quadrature^ puisqu’il faut connaitre Parc de la 
proposee pour construire les developpantes point par point. 

3° On est conduit a un trace continu de ces courbes en obser- 
vant que la variation du segment MMq entre deux points de 
la proposee est dgale d Varc compris entre ces deux points- 
Soient en effet M et M' les points de la courbe (C); designons 
par Sni et Sm' les arcs qu’ils terminent, par Mo et MJ, les points 
correspondants d’une ddveloppante (Go). On a 

MMo4-5m= G, G, 

d’ou Pon deduit par soustraction 


R. 


MMo — M'M'o = = arc MM'. 
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Cela etant, coBsid^rons im fil flexible eL inexiensible, de lon- 
gueur donn^e, attache parune de ses extremites en un point fixe S 
de la courbe (C); une partie dii fil csL enroiil^e sur cette courbe 
de S en M, Fautre partie est tendue suivant la tan gen te en M. 
Quand on fait varier le point M sur la courbe, Textremite mobile 
du fil se meut sur une ddveloppante de (C). 

II faut remarquer que la demonstration de la formulc (6) im- 
plique la continuite des cosinus dii'ecteurs de la tangente, men(§c 
toujours dans le sens des arcs croissants. La conclusion et la con- 
struction que nous en avons deduites cessent done d’etre justificcs 
si Fare MM' presente un point ou ces cosinns varient brusque- 
ment, ce qui arrive notamment en un point de rebroussement dc 
premiere espece. 

4*^ Les developpantes d^une courbe sont toutes tracces sur la 
developpable formee par les tangentes cl cette courbe. En par- 
ticulier, si une courbe est plane, toutes ses deoeloppantes sont 
situees dans son plan et elle est Venoeloppe de leiu's normales 
principales. 

Cest la une propri(5te qui n’appartient qu’aux courbes planes : 
si les normales principales d^une courbe ont une enveloppe, 
cette courbe est plane, d’ou il resulte que Fenvcloppc dc ses nor- 
males principales est plane. Pour ^tablir ce tlieoreme, supposons 
que la normale principale MoNq d’une courbe (Co) engendre une 
d^veloppable. Le plan tangent en Mo a cette developpablc est de- 
termine par la g^neratrice NqMq et par la tangente MqTo a la 
courbe (Go) tracee sur la surface; par suite il se confond avec Ic 
plan osculateur de (Co) en Mq. La caract^ristique du plan oscula- 
teur sera done la normale pinncipale, tandis quo e’est la tangente 
(Chap. Ill, n°17). Il faut, en consequence, qu’ellc soit indetcrmincc, 
ou que le plan osculateur soit fixe, e’est-a-dire que la courbe (Co) 
soit plane, 

Remarque. — Les d^veloppantes d’une courbe etant les Ira- 
jecloires orthogonales de ses tangentes, on voit que les trajec- 
toires orthogonales des generatrices dhine deoeloppahle sont 
determinees par une cjuadrature, celle qui exprime Fare de son 
arete de rebroussement. 
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8. Exemple L — D’apr^s ce qui precede, les developpantes 
d’une coixrbe plane (C) sont tontes situ^es dans le plan de cette 
coiirbe; elles ontles memes normales et les segments intercept's 
par deux d’entre elles sur toutes ces normales ont m^me longueur. 
C’est ce qu’on exprime en disant que toutes les developpantes 
d’une courbe plane sont des courbes paralleles. 

Appliquons a la chainette {fig- 4? P- 79) construction indi- 
quee plus haul; le point S etant pris sur la branche de Jroite etie 
fil termini an sommet A, son exlr^mitd L, qui joue ici le r6Ie du 
point Mo, d^crit une developpante de la chainette, puisque le 
segment ML est egal a Pare AM. La tangente LPde cette courbe 
etant ^gale au parametre le lieu du point L est une tractrice 
(Chap. Ill, 0*^4). Ainsi Vune des developpantes une chainette 
est une tractrice. 

Exemple II. — Proposons-nous de trouver les developpantes 
d’une helice. Soit M un point de la courbe; coupons le cylindre 
qui porte Phelice par un plan de section droite contenant I’ori- 
gine S des arcs de Thelice; soient M^ la projection de M, et T 
la trace de la tangente en M sur ce plan. La droite M^T, etant la 
projection de MT, est la tangente a la section di'oite. Designons 
Tangle MTM^ par f, Tare SM| par Sf ; en vertu de la definition de 
Th6lice et de la propriete du triangle rectangle, on aura 

Ml M = ,?! tangcp, MiM = MiT tang<p ; 

d’oLi M^T =Si. D’apres cela, le lieu du point T est une deve- 
loppante de la section droite; sa tangente en T est perpendicu- 
laire a MiT, et par suite a MT. Ce lieu est done aussi une deve- 
loppante de Thelice. On obtiendra chaenne des autres en portant 
une longueur constante sur les tangentes MT ^ partir du point T. 
Mais, toutes les tangentes MT ayantmeme inclinaison sur le plan 
de section droite, les points ainsi obtenus formeront une courbe 
plane qui se projettera sur le plan de la premiere suivant une 
antre developpante de la section droite. Ainsi toutes les deve- 
loppantes dhine helice sont des courbes tracees dans des plans 
paralleleSj et egales aux diverses developpantes de la section 
droite du cylindre cpii porte cette helice. 
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IV, — D4velopp6es. 

9. Pour determiner ]es develop j)6es d’line courbe (C), nous 
allons chercher s’il existe, en cliaque point M dc celte courbe, 
une normale MN' qui resLe tangente au lieu d’un de ses points M^ 
lorsque M decrit (C); ce lieu sera une developpee. Le point 
peut etre determine par ses coordonnees a et 6, relativemcnt a la 
normale principale et a la binormale de (C) au point M(,r,y, 

Ses coordonnees absolues seront alors 

a?! == -h- ^a", = JK H- ^ Zi=. z ^ . 

Exprimons qne le lieu dc ce point est tangent a MMi; il faudra 
dcrire que les differentielles dz{ sont proportionnellcs 

kxii — yi — y, — z. Or, en ajant 6gard aux formules de 
Frenet, on trouve ais^ment 



Nous aiirons done, en designant par/irf^un factcur dc propor- 
tionnalit^, 

dxi = h(xi — x) ds — h{ay! ds^ 

et deux relations analogues pour les deux autres coordonnees. 
Ces trois equations, d^velopp^es et ordonnecs, deviennent 

a (i — H- a' (^da -h ^7^ — ah ds^ sc" (^b — — Oh d.^ =r <>, 

p' (^da-^~- ah ds'^ + P" (db ^ - bh ds'j 

Y — + y' (^da-\r —ahds^ + Y" {db — — bhd^ = o. 

Cest la un systeine llneaire et homogene par x'apport aux trois 
expressions entre parentheses; son determinant n’etanl pas nul, 
ce systeme exige 

(8) I — g=o, da H — ^ ah ds = 0 , db — — bh ds — o. 
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La premiere de ces relations montre que le point M^ est sur la 
droite polaire. Done toutes les developpees dhine courbe sont 
sw' sa surface polaire. 

L’^limination de h entre les Equations (8) donne 

adb — b da . b ds 

7 j-r — = d arc tanff _ = -p- . 


Si done on designe par cp Tangle dont lourne une droite^ primiti- 
vement dirigee suivantla normale principale, pour venir coincider 
avec MMi, le sens de la rotation ^tant celiii qui am^ne la demi- 
droite MN a eoi'ncider avec MB apres un quart de tour, on aura 


(9) 


b rds 
o = arc tang - = J ^ 


L’angle cp etant ainsi d^termin^, on a 6 = <2tangcp, et, comme a 
est ^gal au rayon de courbure R, les coordonnees de la deve- 
loppee out pour expressions : 


= X a'R -H a"R tangcp, 
yi =jK-4- p'R 4-p"Rtangcp, 

-t- Y'R -h y"R tangep. 

\ 

10 . La forinule (9), qui definit Tangle cp, donne lieu a diverses 
consequences : 

Get angle n’etant determine qu’^ une constante additive pres, 
on voit que toiite courbe a une infinite de de^eloppies. On les 
deduit les unes des autres d’une fa^on simple : ayant une famille 
de normales qui touchent une developpee^ si Von fait tourner 
chacune d^elles, d^ un meme angle qiielconque, autour de la 
tangenle en son point d’ incidence, on obtient une autre famille 
de normales eweloppant une autre de^eloppee. 

2® Nous avons demontre directement au n° 7 que les normales 
principales d’une courbe gauche n’ont pas d’enveloppe; e’est ce 
que prouve aussi la formule (9), car elle ne pent donner 0 = 0, 
que si T est infini, hypothese qui caracterise les courbes planes 
(Chap. IV, n° 6, Rem.). 

3 ® Les diverses developpees des courbes planes correspondent, 
T etant infini, a des valeiirs constantes de cp. Pour cp = o, on ob- 
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lienL une d^veloppee plane. Les autres developpees coupent les 
droites polaires sons I’angle 90 ® — o, constant tout le long dc 
chacune d’elles. Par suite (n® 4) les developpees dhme courhe 
plane sont les helices tracees sur le cylindre qui a pour sec- 
tion droite la developpee plane. R^ciproquemeni, toute helice 
est Vune des developpees dhine infinite de courbes planes, 
ainsi qu’il a ete demontre a la fin dii pai’agraphe precedent. 

4° Pour trouverles developpdes, planes ou ganches, des courbes 
planes, il n’est besoin que de differentiations . Au conti'aire, les 
developpees des courbes gaudies dependent d’unc quadrature, 
celie qui donne Tangle o. 


'll. Voici quelques propriet^s g^nerales des developpees. Dc la 
theorie des developpantes (n° 7) il rdsulte que l^arc com- 

pris entre deux points d^une developpee, est egal d la varia- 
tion du segment En effet, ce segment est celui qu’il faut 

porter sur les tangentes a la developpee (C| ) pour obtcnir la pro- 
posee (C), qui est Tunc de ses developpantes. Si la proposec (C) 
est plane, et si la developpee consideree est la developpee plane, 
le segment MM < se confond avec le rayon dc courbiire de (C); 
ainsi Varc compris entre deux points dhine developpee plane 
est egal d la variation du rayon de courbure de Vune de ses 
developpantes entre les points qui correspondent d ses extre- 
mites. Get enonce, comme le precedent, suppose que, enti'e les 
points consid^res, les cosinus directeurs de la langentc a la ddve- 
lopp^e n’eprouvent point de variation brusque (iV' 7, 3“). 

Je vais ^tendre aux developpees des courbes gaudies une pro- 
pride des hdices. Soient et les rayons de courbure ct de 
torsion d’une ddeloppee (Gi), cp Tangle deju trouve que font, 
avec les normales principales de la devdoppantc (G), les tan- 
gentes de (Ci). Je dis qu’o/i a toujours R^ = — tang^, coinnic 
pour les hdices. En effet, le plan rectifiant d’unc courbe qucl- 
conque, lieu du point {x^y^z)^ a pour caraetdistique une droite 
dont les equations sont 



( X — 37 ) a ' H- ( Y — ) p ' H-. ( Z — ) Y ' = o , 
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la seconde I'esultant de la differentiation de la premiere. Prenons 
pour axes des des y et des z respectivement les trois direc- 
tions principales de la courbe; d’ou resulte a= i, les 

autres cosinus etant nuls. La caracteristique cherchee ou droite 
rectijiante aura pour equations 

T(X-^)-hR(Z-^)=:o, 

ce qui montre qu’elle fait avec la tangente un angle p, tel que 
R = — T cotjjL. Or, je dis que la droite rectifiante de (C^ ) est la 
droite polaire de (C), ce qui donnera 


Ri = — Ti cot [JL = — Ti tangcp, 

Tangle ia de la droite polaire avec MM^ etant le complement de cp. 
Ilreste k prouver que le plan rectifiant de (C^ ) est le plan normal 
de (C), ou bien que la nonnale principale de (Gi ) est parallele 
d la tangente de (G). Or (G|) est Tar^te de rebroussement de 
la d^veloppable engendree par MIVL ; cette developpable contient 
la courbe (G), et son plan tangent en M est le plan de M^ M et de 
la tangente MT a (G); c’est aussi le plan tangent en Mi, qui se 
confond avec le plan osculateur a (Cj). Des lors, la normale prin- 
cipale a (G) en Mi, etant men^e dans le plan TMMi perpendicu- 
lairement a Mi M, est parallMe a MT. 

En vertu du theoreme prdc^dent, il suffit, pour connaitre la 
courbure et la torsion d’une developp^e, de determiner son rayon 
de courbure R,. Pour Tobtenir, designons par des lettres affectees 
de Tindice i Tare et les cosinus des directions principales de 
Tune des developpees (Gi ) d’une courbe (G). Les points {x^y^z) 
de la developpante (G) sont lies aux points de(Gi) 

par les formules 

W=:Xi-^lcLu ^ = 

I etant une longueur telle qu’on ait dl = ds \ . 

Differentions les formules precedentes en tenant compte de 
cette relation. Nous trouvons 


cf.ds ^ I dui, 


^ds ~ I d^i<, ds ^ ld''(i. 
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ou, a raison des formules fondamentales, 


a ds = ^ dsi, ^ ds ~ dsi, 7 ds — ^.9i . 

Ki Kj Ai 

filevons au carrd et ajoutons ; il viendra 

d’oi!i r^sulte pour Rj cette expression remarquable 

Idl 


R. -==h 


ds 


Mais, d’apr^s la determination des developpees (n“ 9), nous avons 

rds 
‘ T' 

Substituant ces valeurs dans la formule precedente, on trouve 


COSCp 


Ri = ± 


R ((m R 

cos^cp \ T 


tan 


\ 

g?j- 


Telle est Texpression du rayon de courbure d’une developpde, on 
fonction des dements de la prpposee. 


V. — Equations intrins^ques des courbes gaudies. 

12. On appelle equations intrinseques d’une courbc los for- 
mules qui font connaitre sa courbure el sa torsion en fonction dc 
son arc. Nous allons d^montrer que la connaissance dc ces deux 
elements determine completement la forme d’line courbe. 

Th^ioreme. — Si deux courbes gaudies {iZ) et (C^) sont telles 
que leuvs courhures et leurs torsions soient respectwenient les 
memes fonctions de leurs arcs, on pent les faire coincider. 

Pour le prouver, faisons coYncider les points O et Oj pris stir 
(C) et (Ci) pour origines des arcs; faisons coYncider aussi les 
tri^dres principaux des deux courbes relatifs a ces deux points. 
Appelons s Fare des deux courbes, R, T leurs rayons de cour- 
bure et de torsion aux points M et M, qui correspondent a la 
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meme valeur de S] soient x, y, z les coordonnees du point M et 
**•? Y neuf cosinus des directions principales en ce 
point; pour les elements analogues de la courbe (C^) relatifs au 
point M^, nous emploierons les m^mes lettres afTectees de Pin- 
dice I . Nous aurons, poiu' s = o, 

^1=^5 y\ = y, = ai=:a, = 

Cela pos^j les formules fondamentales donnent, pour les deux 
courbes, 


r/a 

a' 


a 

a" 

dd' 

a' 


“ R’ 

ds 

” R 

T ’ 

ds 

“ T 

d^i 

_ a; 

dex! 

«! 


dd' 

/v' 

— “1 

ds 

~ R’ 

ds 

““ R 

t' 

ds 

■“ T 


De ces relations, on deduit aJs^ment 

Ainsi Texpression dont la deriv^e figure au premier membre est 
constante*, or pour 5 •== o elle se reduit a I’unit^. On a done, quel 
que soil s, 

aaj H- a' -H a"a j = i . 

Rapprochant de cette relation les deux identit^s 
on trouve, par une combinaison evidente, 

d’ou Ton deduit en particulier On trouverait de m^me 

j 3 ^ = j 3 , = y. On a done loujours 

da?i _ dx dyi __ dy ££1 __ ^ 

ds ~~ ds^ ds ds’ ds ds 

ce qui prouve que les differences — ^^yi — yet^i — ^ sont 
constantes. fitant nulles pour 5 = 0, elles sont toujours nulles, 
de sorte que les deux courbes (C) et (Ci) coincident. 

Remarque. La proposition pr^c^dente permet, quand on 
connait une courbe dont les rayons de courbure et la torsion sont 
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des fonctions donnees de Fare 


R = R(s), T = T( 5 ), 

d’affirmer que toate courbe qui satisfait aux meiiics equations ne 
pent differei' de la premiere que par sa position dans I’espace, non 
par sa forme. Cette proposition cst done, a certains egards, I’a- 
nalogue de celle que nous avons demontrde pour les courbes pianos 
(Chap. IV, n° 12); mais elle est moins compete, car elle n’etablil 
pas Fexistence d’une courbe v^rifiant les equations intrinseques 
donnees, C’est la question qui va mainlenant nous occuper. 

13. Thi^oreme. — Etant donnees deux fonctions continues 
cV line variable 

^ Tj == ny(5), 

dont la premiere est toujours positive, il exisie line courbe 
dont s inesure Varc et dont la courbiire et la torsion au point 
qui termine Varc s sont representees respectivement par les 
fonctions et jjs, 

Je dis d’abord que si (/, m, /i), m', /F), (/", ni\ nF) sont 

trois systemes d^integrales des equations simiiltanees 

/ V ™ ^ 

^ ^ R ' R T ^ T ’ 

Sly de plus, ces fonctions verijient les six equations 

r p ^'2 ^ ^ If ^ ^ 

(12) I H- /?^"2 == I , mn -i- m' n' 4- /if /f ^ o, 

( if H- ll'^ 4 - =1, nl ~h ll' /' -h iff o, 

et si leur determinant 

( I *F ) n{V m"— nf f)^n\ r m — nf I ) -h if ( Inf-- ml') 

est egal a 4- i, les fonctions R et T sont les rayons de cour- 
bure et de torsion de la courbe definie par les for mules 
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poui'vii que la fonclion Rsoll toiijours positive. En effet, on a 


dw 

’ds 


1 . 


ds’^ 



dx- -H -f* dz^ = ds^, 


ce qui prouvc Lout cFabord qne s cst Tare de la courbe consi- 
dcree (C), el quo /, F sont les cosinus a, p, y de sa tangente 
incnee dans le sens des arcs croissants. De plus, la premiere equa- 
tion differentielle (i i) donne 

d‘^x __ 771 d^y ^ rn’ d^z __ 

552 ""rT’ 



On en conclut, R etant positif, que e’est le rayon de courbure de 
la courbe (C); et, puisqu’on a 

7 h K' SF""'R’ 


on voit par comparaison avec les formules de Frenet que m, m', 
sont les cosinus a', P', y' de la normale principale. 

Des lors /i, n', /i", qiii, en vertu des hypotheses (12), ne peuvent 
(HlT( 5 rcr que par le signe des cosinus a", y" de la binormale, 
Icur sont ( 5 gaux, puisque le determinant 

77 (Py' — yP') -h n'{^((x! — aY) -H n"(ap' — pa'} 

cst egal a “h I • Par suite, la troisieme Equation difFerentielle (i i) 
donne 

ds T ’ r/5 T ’ ds T ’ 

cc qui, d’aprcjs les formules fondameniales, pronve que T esl le 
rayon de torsion. 

Ce lemme < 5 tabli, d^signons par /, m, n trois fonctions incon- 
nues de la variable s etconsiderons les Equations diff^rentielles(i i). 
Si (Z, m, n) et (/', m', ;i') sont deux systemes, distincls 011 confon- 
dus, d'int^grales de ces equations, on aura visiblement 

~ nn') = o, 

ll'^ nt77i'-\- nd = const. 
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Or on salt que, etant donnes trois nombres arbitraires /o) 
il existe un syst^me d’integrales (/, m, n) qai prennent ces valeurs 
pour 5 = 0. Si done nous conslderons neuf constantes 

verifianl les six equalions (12) et dont le delerminant soil egal 
a +1, il exislera trois systemes d'integrales 

(/, 7?Z, 7l), (Z'j J7l', 7l'), (/", m\ if) 

des equations (i i), qui pour 5 = o se r^duiront respectivement a 
ces neuf constantes. 

Mais nous venons de prouverque les six expressions tcllcs qiic 

4 - /n- H- 71-, ZZ'-h 7?17?2'H- /?7l', 

e’est-a-dire les premiers membres des equations (12), ont des va- 
leurs constantes. Elies auront done constamment les valeui's 1,1, 
1, 0, O5 o qu’elles ont pour 5 = o et le determinant (12') sera c'gal 
a + I. Ainsi seront r^alisees toutes les conditions du Icmme pi'c- 
cedent, ce qui demon tre Texistence de la courbe chcrchee. 

L’integration des equations (1 1) revient a cclle d’unc equation 
de Riccati. En effet, toutsyst 6 me d’lntcgrales (/, m, n) pent etre 
suppose tel que la somme n- soil egale a I’unitd, puis- 

qu’elle est constante. On est ainsi conduit a poser 

Z = sinOcos(p, 772 = sin 0 sin cp, 72 -= cos 0; 

etsi Pon substitue ces expressions dans les equations proposccs, 
on reconnait qu’elles se reduisent a deux, qui pciivent s’dcrirc 

sin CD do col 0 cos CD i 

Ts "T" “ ds 'r ' K ■" 

En introduisant comme inconnue la function complexe 

X = cotO, 

on tire de ces equations la suivante 

.dX ^ X - — i X 

* 57 "If ii - O’ 

qui, reciproquement, les entraine, quand on separc la panic rticlbi 
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de la partie imaginaire. C’esl Ik une Equation de Riccati, dont il 
SLiffira de connailre une integrale complexe, pour avoir une courbe 
et, par suite, toutes les courbes r^pondanl a la question. 


VI. — D^veloppements des coordonn^es d^une courbe 
suivant les puissances de Tare. 

14. Les formules fondamen tales permettent de calculer de 
pi'oche en proclie les derivees successives des coordonn6es d’une 
courbe par rapport a son arc. D^signons la courbure par to, la 
torsion par us, el indiquons par des accents les derivees de to et 
de us par rapport a s. On a 

cLv d>x drx , 

En continuant a differentler, on obtiendra pour la derivee une 
expression dc la forme 

^ =P„a-+.Q„a'H- R„ct», 

ou l\, Q,i, R« dependent de to et de ses n — 2 premieres derivees, 
de us et de ses n — 3 premieres derivees, comme on s’en assure 
aisemenl. Les ddriv^es de y et de seront compos^es avec 

les cosinus y, affect^s des m^mes coefficients : 

g = + q4'h- r„p', gi = p,r, + Q„v'+ 

Connaissant ainsi les d^riv^es des trois coordonnees, on pourra 
d6veloppcr z suivant les puissances de s par la formule de 

Maclaurin, si Ton se donne leurs valeurs et celles des neuf cosinus 
pour $ = o. 

Nous calculerons les trois premiers termes de ces developpe- 
ments, en placant Torigine des coordonnees a Torigine des arcs et 
prenant respectivement, pour axes des des y et des z, la tan- 
gente, la normale principale et la binormale de la courbe consi- 
der^e. On aura par suite, a Forigine, a == = Y'= i et les autres 

cosinus seront nuls. Si nous affectons de Findice o toutes les va- 
leurs relatives a Forigine, les formules (i3) et leurs analogues 
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poury et z donneront 


^0 = 

JKo = o, 

Zq = 0, 


r" = 


O, tX^Q — tOjj , 

“0, ro = “'o; 

o, -^0 = WoTiJo ; 


^ V 


d’oii r(5siiltent les developpements suivanls : 


(. 4 ) T = S-'^S^ + ..., y = + 


top^o 

() 


-h. 


Voici quelques consequences importanles de ccs formules : 

i® [/ne courbe traverse chaciin de ses plans osculateurs en 
son point de contact, — On voiL en effet quc, sauf dans Jc cas 
exceptlonncl ou Ton aiirail cooWo — o? a deux valeurs de s voi- 
sines de zero, I’une positive, TauLre negative, coi'respondent pour 
deux valeurs de signes contraires. La courbe passe done d’un cote 
a I’autre de son plan osculaLcur. 

Nous aurons k revenir sur cette importante propriet(5. Disons 
des maintenant qu’on appelle points stationnaires Ics points pour 
lesquels elle ne se v^rifie pas. 

2 " La difference entre un arc infiniment petit et sa corde 
est du troisieme ordre par rapport It cet arc, — Calculons eu 
cfTet, au moyen des fonnules (i4)j carre c- de la cordc qui sous- 
tend Pare s] nous aurons 

cS = a?2 +■ ^ s2 . . . j . 

d’ou, en (^levant Ics deux inembres a la puissance 


c 



•>4 





-f- . . . 


Ceresultat, independantde la torsion, estle meme pourlcs courbes 
gaiiches que pour les courbes planes. 

3® Le rayon de courbure en un point M deluxe courbe plane 
QIC gauche est la limite commune des rapports 

■.II. 2 

MM' ; 2 M'P, ou M' designe un point voisin de M et P la projec- 
tion de M' sur la tangente en M. — Soil, cn efl'el, s Pare MM'; 
nous aurons 

MP = ^, MM' = c, M' P = 
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z el c repr^sentant les developpements precedents. Si I’on 
s’en tient aux parties princl'pales, il viendra MM' =: MP 
2 M'P— coo5-i d’ou r^sulte vislblement 


Ro 


1 

O)o 


= lim 


MP^ 


= lim 


MM'“ 

aM'P' 


Ces expressions dii rayon de coui'bure servent dans diverses 
cjiiestlons. 

4® La plus courte distance de deux tangentes infiniment 
voisines est de Vordre du cube de V arc compris entre leurs 
points de contact, — Soient M I’un des deux points, pris pour 
origine des arcs et des coordonn^es, M' I’antre, s Parc MM'; les 
formules (i4) font connaitre les coordonn^es de M' et aiissi les 
d^riv^es x\ y', prises par rapport a s. La tangente en M' se 
projette sur le plan des^:; suivant une droite dont Pequation est 




et dont la distance a Porigine est ^gale a la distance S des deux 
tangentes en M' et M, puisque cette derni^re est perpendicLilaire 
ail plan desj^^. On trouve ainsi, en effectuant les calculs indiques, 


12 


On voit qu’aux points stationnaires la distance 0 est d’lm ordre 
superieur a ti^ois. 


VII. — Signe de la torsion. 

IS. Nous avons reconnu, en determinant le rayon de torsion- 
(Chap. IV, 6), que son signe est ind^pendant du sens dans le- 
quel sont comptes les arcs. C’est ce qu’on verifie sur celles des 
formules fondamentales ou figure T. ficrivons en effet la premiere 
de chacun des groupes (II) et (III) 

da" oc’ da! __ a a" 

■57 ” T" 'ds ^ R T * 

Si Pon change le sens des arcs croissants, e’est-a-dire le sens de 
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la langeiite, comme celui de la normale principale ne pent chan- 
ger, il faut, pour laisser an triedre principal sa disposition pri- 
mitive, changer le sens de la binormale. Ainsi a, |3, y ct y'' 

changent de signe en meme temps que ds. On voit que cela nc 
modifie point le signe de T. 

Lcs deux signes dont la torsion est susceptible correspondent 
aux deux allures opposees que peuvent presenter les courbes 
gaudies. Une pareille courbe £'tant iracee dans I’cspacc, pour nous 
rendre compte de son allure en I’un de ses points M, iinaginons 
qu’un observateur soit debout sur I’linc des faces du plan osciila- 
teur en M, les pieds en un point quelconquc de la normale prin- 
cipale, et qu’il regardc le point M, ainsi que les dcii\ arcs do 
courbe separes par ce point. Puisque la courbe traverse oc plan 
en M (n° 14, i°), il verra Fun des deux arcs au-dessous du plan 
osculateur, Tautre au-dessiis. Si Fare inferieur est a sa gauche, 
il jugera qu’un point qui d<^crit la courbe en s’elevant monte 
de gauche d droite; on dit alors que I’allure de la courbe csl 
dextrorsuni. Si e’est Fare siiperieur quo Fobsorvatcur volt a 
sa gauche, il jugera que la courbe monte de droite d gauche 
et dira que Failure de la courbe est sinistrorsum. 

Pour justifier cette distinction capitale, il faut s’assurcr que la 
courbe pr(^sentera la m6me apparence a Fobscrvatcur, quelle que 
soit celle des deux faces du plan osculateur sur laquellc celui-ci 
sera debout, pourvu qu’il regarde toujours le point M et se place 
loujours du mdme cot^ du plan rectifiant, soit du cote du centi'C 
de courbure relatif au point M, soitdu cote oppose. C’est cc dont 
il est aise de se convaincre en imaginant I’observateur en pre- 
sence de la courbe, dans les deux positions contraircs qu’il pent 
occuper. Il est a peine besoin d’ajouter que la meme courbe aflcctc 
aux yeux de Fobservateur deux allures opposees, quand celui-ci 
passe d’un cote du plan rectifiant a Fautre c6t(§. 

Il ii’y a dans ce qui precede d’autre convention que la conven- 
tion verbale qui fixe le sens des mots dextrorsum et sinistror-* 
sum. Mais, pour rattacher le fait g^om^trique qui nous occupe 
au signe de la torsion, nous aurons %ard a la convention que I’on 
fait d’habitude sur la disposition du tri^idre des coordonn^cs et a 
celle que nous avons faiie sur le signe de T (Chap. IV, n"^ 6). Nous 
conviendrons en outre de placer Fobservateur du c6te du plan 
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rectifiant oil rHest pas le centre de courbure : de cette fa^on, si 
la courbe pent 4tre trac^e sur un cylindre ferm^, Fobservateiir 
sera place en dehors de ce cylindre. 

Cela pos^, rapportons, comme an n*^ 14, une courbe (C) au 
Lri^dre principal relatif ^ Tun de ses points M, et comptons les 
arcs a parlir de ce point. Nous avons trouve, aux notations pres, 


^ ^ -f-. . 


6^3 

RT 


Si done T est positif, z el x sont de signes contraires aux envi- 
rons du point M; e’est la disposition repr^sentee sur la Jig, 5. 
Le centre de courbure en M ^tant, par hypoth&se, situ6 sur la 



partie positive de Faxe Mjv? Fobservateur devra se mettre en ar- 
riere du plan des zx^ et nous pouvons, d’apr^s ce qui a et^ dit 
pins haul, le supposer plac6 du c6te des z positifs. II voit alors 
Fare inf6rieur a sa gauche : Failure de la courbe est dextrorsum. 
Si, au contraire, T est negatif, z el x sont de m^me signe 
aux environs du point M; e'est la disposition repr^sentee sur la 
fig, 5 bis. Or Fobservateur ^tant to uj ours en arridre du plan 
des zx^ Fare inferieur est a sa droite : Failure de la courbe en M 
esl sinistrorsuin, 

En vertu du raisonnenaent des cas exclusifs, les r^ciproques 
sont vraies : une courbe d torsion positive est dextrorsum, une 
courbe d torsion negative est sinistrorsum, 

II va sans dire que, si Fon changeait la disposition des axes de 
coordonn^es ou la situation de Fobservateur, les conclusions pre- 
c6dentes s’^changeraient entre elles. 

R. 8 
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Exemple. — Considerons Fh^lice circulaire defmie par Ic.s 
Equations 

^=:RiCOs4^j y=Risin-~? z~ksi^ 

Ki ni 

ou R( est le rayon du cylindre qiii porle la courbe. Si Ton calculo 
le rayon de torsion T, en appliqiiant la foi’inulc (aS) du Clia- 
pitre IV, on trouve ais^ment 

On volt done que, si k est positif, Vhelice est sinistrorsuni: 
si k est negatifj Vhelice est clextvorsam^ Ic Lricdre dcs coor~ 
donn<^es ayanL la disposition habituclle figur6e ci-dcssus. 

Remarque. — Considerons deux coiirbes gaiichcs, symelriqucs 
I’linc de I’autre par I'apport a un plan, celui dcs xy par cxemple. 
Tout point (^,y, z) deFune apoursymetrique Ic point ^ 

de Fautre. Or il est (Evident que, si Fon change Ic signe dcs Irois 
derivees z'' , z^'\ Fexpression de T change dc signe. Done, si 
deux courbes sont symelriqucs par rapport it un plan^ cites 
ont en leurs points cor res pendants des torsions e gales et de 
signes contraires. 

R^ciproquement, si deux courbes ont, aux extreniitcs d^arcs 
egaux, leurs cour bares egales, leurs torsions egales et de signes 
contraires, Vune d^ elles pent 4tre r endue symetrique de V autre 
par rapport d un plan. En eflTet, unc courbe (C) et sa syrne- 
trique (F) ont, en leurs points correspondants, des torsions dgalcs 
el de signes contraires; leurs coui'bures sont d’ailleurs les mthucs 
en ces points. Si done ^{s) et ^{s) representent la courbure ct 
la torsion d’une courbe (C), toule courbe (C'), qui a pour cour- 
bure w(^), pour torsion — a mcme courbure et meme tor- 
sion que la courbe (F) symetrique de (C). Or on a vu 12) que 
si deux courbes ont leurs courbures et leurs torsions exprimecs 
respectivement par les m^mes fonctions dc leur arc, dies sont su- 
perposables. En consequence, toute courbe (C') est dgale a imo 
symetrique (F)de(C), ce qui justijfie notre assertion. 
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CHAPITRE VI. 

CONTACTS OES COURBES ET DES SURFACES. 


I. — Contact de deux conrbes planes. 

1. Quand deux courbes (C) et (G') ont en commun un point 
simple P, on dit qu’elles ont en ce point im contact d^ordre 
si a tout point Q infiniment voisin de P sur la courbe (C) on 
peut faire correspondre sur la courbe (C') un point Q' tel que la 
distance QQ' soit un infiniment petit d’ordre n i par rapport a 
la corde PQ. 

Pour traduire analyliquement cette definition, appelons y 
les coordonnees de P; celles de Q; + a, -h p celles 

Fig. 6. 



deQ', et representons la courbe (G') par I’equation F(.r,j) = o. 
Le point Q' etant sur cette courbe, on aura 

o = F (a?i4“ p) = F(a7i,yi)-H -h pFjj H-. . . . 

Mais, si 0 est Tangle des axes, on a 


QQ' = v/a2-H 2aP COS0 -h 
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ce qui montre que I’une des quantiles a et ^est d’ordre n-i-i par 
rapport k PQ, Pautre pouvant etre d’un ordre snpdrienr. Par 
suite, V expression F [x^ , ) est d' ordre n + i, 

R^ciproquement, si F(^^,y^) est de I’ordre n+ choisissons 
arbitrairement pour a une expression de Fordre I’eqiia- 

tion ci-dessus donnera pour j3 une expression qui sera aussi de 
I’ordre /?■ -f- i, et il en sera de m^me de la distance QQ'. Les deux 
courbes aiiront un contact d^ ordre n. 

Le raisonnement suppose que les d^rivecs F^.^ et ne sont pas 
infinimenl petites toutes les deux. S’il en elait ainsi, les deux 
deriv^es F^et F^,‘qui different infiniment peu de ct F^^, ayant 
des valeurs fixes, seraient rigoureusement nullcs. Le point P ne 
serait pas un point simple pour la courbe (G'). 

En consequence, pour que deux courhes (C) et (G) aient en 
un point P un contact d^ordre n, il j'aut et il suffit que les 
coordonnees dhin point Q infiniment voisin de P sur (C), 
etant substituees dans le premier membre de V equation de la. 
courbe (C), donnent un resultat de V ordre n + i par rappoi't 
h la distance PQ. 

2. Supposons la courbe (C) definie par les expressions de ses 
coordonnees en fonction d’un paramo tre 

Soient t et t-\-dt les valeurs de ce paramcLrc auxquelles cor- 
respondent les points P et Q. Le point P elanl un point simple 
de (C), la corde PQ est du menie ordre que dt (Chap. I, n° 4). 

Si maintenant on Bwhslilwe x-\-x^ dt, y-\-y dt a x etjK^lans F, 
on devra trouver un resultat de I’ordre i par I'apport a dt‘:^ 
c’est-a-dire que, si Ton pose 

+ (0 = F[?l(0, 

le developpement de i^[t-\-dt) suivant les puissances do dt 
commencera par un terme en dt^^'^K Ceci entraine les conditions 

4'(0==o, f(o = o, = 

qui sonl au nombre de n + i, Ainsi, il faut n i conditions 
pour exprimer que deux courbes planes ont en un point 
donne un contact d^ ordre n. 
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Siipposons maintenant les deux courbes repr^sent^es par des 
equations resolues 

F(a7 , jk) /(a?) = o; x r=z t, jk=c?2(0* 

La fonction ne sera pas autre chose que la difference 

? 2 ( 0 — /(^) 92(^) — ordonnees des deux courbes 

repondant a une meme abscisse. Done, pour que deux courbes 
aient en un point donne un contact d^ordre n, il faiit et il 
suffit que V ordonnee et ses n premieres derwees prises par 
rapport d V abscisse aient les memes valeurs pour les deux 
courbes en ce point. 

Cette r^gle donne le moyen d’exprimer les conditions de con- 
tact pour deux courbes represen t^es par les Equations non resolues 

F(ir,/) = o, = 0. 

Il suffira de former, par les regies connues pour la differentiation 
des fonctions implicites, les equations qui determinent les n pre- 
mieres derivees des deux fonctions y de la variable x. On aura 
ainsi, avec les equations des deux courbes, deux groupes de n-\~i 
relations entre les parametres y, y\ . . . , supposes avoir 
les memes valeurs dans les deux groupes pour Fabscisse x du 
point donne. En eiiminant ces /i-j-i quantites on obtiendra les 
n 4- I conditions de contact. 

Remarque. — Pour exprimer que deux courbes onl, en un 
point indetermine y du plan, un contact d’ordre /i, on proce- 
dera de meme. Seulement on devra aussi eliminer x^ de sorte 
qu’il ne restera plus que n equations de condition. 


II. — Courbes osculatrices dans le plan. 

3 . Considerons un systeme de courbes (C') dependant de nH-i 
parametres, et un point P d’une courbe fixe (C). On pourra etablir 
un contact d’ordre n an point P entre (C) et une ou plusieurs des 
courbes du systeme, en determinant les 72-1-1 parametres. Ces 
courbes, donl I’ordre de contact est le plus eleve possible parmi 
cellesde I’esp^ce consid^ree, sontditeso^cw/airfees a la courbe (C). 



CHAPITRE VI. 


ii8 

La drollCj dependant de deux param^tres, pent avoir avec uno 
courbe un contact du premier ordre. Alors son ordonnec ct la 
derivee de cette ordonnee par rapport a I’abscisse ont meme va- 
leur qiie celles de la courbe, ainsi la droite oscula trice se con- 
fond a^ec la tangente, leurs coefficients angulaircs cHant Ics 
m^mes en un point commun. Pour qu’unc courbe ct sa tangenle 
aient un contact d’ordre superieur au premier, il fan I que Ics de- 
rivees secondes de leurs ordonnecs soient egalcs. On doit done 
avoir en ces points, pour la courbe comme pour la droite, o, 
ce qui caracterise les points d’inflexion. 

Le cercle, dependant de trois parametres, est osculateur a une 
courbe quand il a un contact du second ordre avec elle. Soit, en 
coordonnees rectangulaires 

(t) — 

Tequation d’un cercle osculateur au point M(x,y) a une 
courbe (C). DifT^rentions deux fois cette Equation par rapporl a ,r 
et retenons que y et y sont ^gales aux d^rivees de Fordonnee 
de (C). Nous trouvons 

( 2 ) ^ — 

( 3 ) (y—yi)/' — 0. 

Or, si Ton y consid^re et yi comme dcs coordonnees cou- 
rantes, Fdquation ( 2 ) represente la normale a (C) cn M; I’eJqua- 
tion (3) est son equation derivee. Done, le centre du ccrcle oscu- 
lateur coincide avec le centre de courliure ct le cercle osciilatouv 
se confond acec le cercle de courbure, 

Le cercle osculateur a un contact du troisieme ordre avec la. 
courbe aux points oit le rayon de courhure est maximum ou 
minimutn, et r^ciproquemeni. DiCferentions, en effet, une Iroi- 
sieme fois Fequation (i); il vient 

(4) 

ct la d^rivde est par hypoth^se ^gale a celle de Fordonnee dc la 
courbe. filiminons y—yi entre les deux relations (3) ct (4) : 
nous trouvons 

(5) 


sy-y'— (* ’+-y^)y' = o, 
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ce qui exprime precis^inent qiie la d^rivee dii rayon de courbure 

" y 

cst egale a zero. Ainsi R est maximum ou minimum. D’autre part, 
F^quation (5), jointe a I’^quation (3), entraine T^quation (4); ce 
qui demontre la reciproque. 

Voici encore un exemple simple de courbe osculatrice. fitant 
donnee une courbe y on cherche, parmi les paraboles de 

degre /z, 

y = cp(a7) = ciiX -t- . .-h an,x^, 

celle qui est osculatrice a la proposee en im point x = X(s^ II 
suffit pour I’obtenir d’ecrire le developpement 

y — ^iy) == — a7o)] 

D’apres la r^gle du 2, on doit avoir 

?o(^o) (r = 1, 2, n). 

On d<5duit de la 

?(^) =/(^o) H- — ^0) f(iX^o) 

ce qui fait connaitre la parabole osculatrice cherch^e. 

4. Th^oreme. — Une coiu'be plane (C') dependant de /i + i 
parametreSy si on V assujettit d rencontrer une coui'be don- 
nee (C) en un point fixe P, et de plus en n autres points voi- 
sins de P, puis qiCon fasse tendre suivant une loi quelconque 
ces n points vers P, la courbe (G) tend vers Vune des courbes 
de son espece osculatrices enV ala courbe (C). 

Les courbes (O) et (C) etant definies par les equations 

F(^, JK, ai, <at«+i) = o; x ^ y=z^^(t), 

soit, conformement a la th^orie g^n^rale, 
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oient ^ ^ n H-i valeurs du param^Lrc 

Lii donnent le point P et les n points voisins. Les conditions qui 
iipriment le passage de (C') en ces n-\-i points sont 

) = t};(i /ii) = o, -1- /i/O == 

Nous allons faire tendre lous les h vers zdro suivant line loi 
\telconque et nous ddsignerons par t la plus grande des valeui's 
)solues de ces n quantit^s dans chaque position dcs points va- 
ables. Le systdme (6) pent etre remplace par celui-ci 

«{;(0 = o , = (?:= 1 , 2 , . / O , 

i, en vertu d’une proposition fondamentale, par cet autre 

) l|;(^) = 0, — (£ = I, 2, . . 

s quanlit^s hi etant toutes comprises entre — s et e. En appli- 
lant le m^me principe, nous remplacerons le systeme (7) par Ic 
dvant : 

^) = 0, = O, =0, 2, . , /i — i), 

i les li sont compris entre — e et s. En continuant dc meme, 
)us arriverons facilement au systeme 

)(i)=o, 4 - /cj) = o, -h /g) = o, ... ^ -i” /’rt) ^ 

1 tons les accroissements ki , /o, • • • ? O/ sont compris entre — 2 
s. Si maintenant nous passons a la limite, s devenant nul, nous 
ouvons 

1^0 = 0, 4.'(0 = o, 

est-a-dire precisement les conditions par lesquclles sont deter- 
ines les param^tres , <20, quand les courbes (G) ct (C) 

It un contact d’ordre n au point P. 

Cette proposition, fondamentale dans la theorie dcs courbes 
iculatrices, permet de determiner certalnes d’entre cJlcs sans 
Icul. La droite osculatrice, etant la limile d’une secante, cst la 
ngente. Le cercle osculateur pourra etre conside^re comme la 
nite d’un cercle tangent en P a la courbe donn^e (C) et passant 
ir un point P' voisin de P. Son centre est done sur la normale 
i P et sur la position limite de la perpendiculaire au milieu dc 
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la corde PP'; il coincide done avec le centre de courbure. De 
m^me, on pent voir qu’il existe denx paraboles osculatrices ; il 
suffit de prendre la corde P 2 P 3 too jours parallMe a PPi ; ces 
deux cordes constituent une premiere parabole joignant les quatre 
points et dont la limite est la tangente en P; il y a de plus une 
veritable parabole passant jDar ces quatre points, et qui devient 
osculatrice quand les deux cordes viennent se confondre avec la 
tangente en P. 


III. — Contact d’une courbe et d’une surface. — Plan osculateur. 

5. Quand une courbe (G), plane ou gauche, et une surface (S) 
ont en commun un point simple P, on dit qu’elles ont en ce 
point un contact d^ordre /i, si, a tout point Q infiniment voisin 
de P sur la courbe, on pent faire correspondre sur la surface un 
point Q' tel que la distance QQ' soil un infiniment petit d’ordre 
n + I par rapport a la corde PQ. 

Soient a?, z les coordonn^es de P; celles de Q; 

+ a, jKi - 1 - + Y celles de Q' et F (^, JK, z) = o I’equalion 

de la surface. Si [ji, v sont les angles des axes, on a 

QQ'= \/a 2 -H -yS-j- aafi cosv -+- cosX 4- cos [x. 

Ell raisonnant comme pour les courbes planes, on reconnait 
que ¥[x\^y\^ Z\) est un infiniment petit d’ordre zi - 1- 1 par rap- 
port k la corde PQ. Reciproquement, s’il en est ainsi, il y a con- 
tact d’ordre zz, deux des trois quantites a, j3, y pouvant ^tre prises 
arbitrairement de Fordre z^ -j- i, ce qui determine la troisi^me. Il 
n’y aurait exception que si les trois derivees F^, F^ ^taient 
nulles; mais alors P ne serait pas un point simple de la surface. 

En consequence, pour cjidune courbe et une surface aient^ 
en un point P^ un contact d^ordre zi, il faut et il suffit que les 
coordonnees d'un point Q infiniment voisin de P sur la courbe ^ 
etant substituees dans le premier membre de V equation de la 
surface, donnent un resultat de Vordre n - 1 - i par rapport h 
la distance PQ. 

Si la courbe (C) est donnee par les formules 
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oient ^ et t -j- dt les valeurs du parani^tre aaxqnellcs corrcs- 
)ondent les points P et Q ; le point P etant un point simple de (G), 
a corde PQ est de Tordre de dt (Chap. I, n" 4). Si done on pos(‘ 

e contact d’ordre n s’exprime par les n + i conditions 

8) ^(0 = 0, ^^'(0 = 0, 

Quant la courbe (C) est donnee par denx equations 

-) = O, -) = 0> 

in peut prendre x = t. On calcule les derivees des n premiers 
irdres de la fonction composde 

my et z sont les fonctions implicites de x d^finies par les cqua- 
ions dela courbe, etl’on ^gale ces deinvees a z^ro. 

6. On appelle surf aces osculatrices en un point d’unc conrhc, 
>arini les surfaces d’une famille a 4 - 1 param^lres, ccllcs qui 
nl, en ce point, un contact d’ordre n avec la courbe. 

Un plan, dependant de trois parametres, pent avoir un conlaci 
u second ordre. Le plan 

AX-f-BY-hGZH-D = o 

ura un contact du premier ordre en x^ y^ js, si Ton a 

£)) o = J^y -+■ G ^ -H D, 

II n’est done assujetti qu’a contenir la tangente a la courbe : 

’estun plan tangent. II aura un contact du second ordre ct sera 
sculateur si I’on a de plus 

r) o = Y{t) = B/'h- G^". 

Nous retrouvons bien le plan d^ja consid6r6 sous le nom do 
Ian osculaieur, et defini comme ^tant men6 par un point d’unc 
ourbe perpendiculairement a la droite polaire de ce point. 
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Eludions la position d’line courbe pres d’un de ses points, par 
rapport a ses plans tangents et a son plan oscnlateur. Soit 

0 = A(X-ar)-hB(Y~-jK)4-C(Z-5) == o 

I’equation du plan tangent enP(^,jK, 5) que nous consid^rons. 
Les coefficients A, B, C verifient I’dquation (10). Siibstiluons 
dans G les coordonnees d’un point voisin de P, 

+ A) = a? -f- Air'-i- ^1 = ..., 

Eu ^gard a I’^quation (10), nous troiivons 

A2 A2 

z,) = ~ By-h Gs'-f- Aa + Bp -H Gy) = ^ 

Si le plan n’est pas osculateur, differe de zero et donne 

son signe a la parenth^se, pourvu que h ait une valeur suffisam- 
inent petite, positive ou negative. Ainsi, de part et d’autre de P, 
la courbe est situde d^un mdme cote dhtn quelconque de ses 
plans tangents. 

Si le plan G = o est le plan osculateur, il faudra prendre im 
terme de plus dans les d^veloppeinents de et I’on trou- 

vera, dtantnul, 

^(Aa7'"-4- By"-h G<s'"-h s). 

Ce r^sultat de substitution changeant de signe avec A, la courbe 
traverse son plan osculateur^ ainsi qu’il a d^ja et^ vu (Chap. V, 
n"14). Ilya exception pour les poin ts, appeles5^a^«on/zaf;’^5^ dont 
le paramfetre t v^rifie a la fois les Equations (10) et (i i) et celle-ci 

Aa7"'-i-By"H-G5'"=o, 

qui, dtant lin^aii’es et homog^nes en A, B, C, entrainent 

x' y z' 

A = x^ y z” = 0 . 

0?'" y* z'” 

Une courbe j dont tons les points sont des points stationnaires^ 
est une courbe plane^ puisque Tidentite A = o caract^rise les 
courbes planes (Chap. IV, n° 6). 
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IV. — Sphere osculatrice. 


7. La sphere, dependant de quatre pai'ametres, peiU avoir un 
contact du troisieme ordre avec une coiirbe en un point P(jr,y, ^). 
Si Ton designe les coordormees de son centre par ju, son 
rayon par p, et qu’on suppose cc, j', ^fonctions d’une variable /, 
on aura les quatre Equations 

(12) ! p^ 


Or, si I’on considere comme des cooi'donnecs coiiranles, 

Tequation = o repr^sente le plan normal cn P, et les deux 
suivantes s’en deduisent par differentiation. Done /e centre de la 
sphere osculatrice est au point oil la droite polaire touche son 
eweloppe, et le lieu des centres des spheres osculatrices est 
V arete de rebroussement de la surface polaire* On voit qu’on 
pent poser d’apres cela 

(i3 ) /ri = 4 - a'R -h a'7, = 7 -f- P' R H- P" I, — z 4- i R 4 - f /, 

I etant la longueur qu’il faut porter a partir du centre de courbnr(‘ 
sur la direction positive de la droite polaire pour obtenir le j)oint 
JKo -^0* Nous la delerminerons en exprirnant qne la iangcnl<^ 
au lieu du point 5^) est perpendiculairc a la normalc 

principale de (G), ce qui donne 


ds ^ ds ‘ ds 


o. 


Si Ton differentie :r^, en tenant compie des formules Ibn- 

damen tales, il vient 



et deux expressions analogues- En les substxtuant dans la relation 
px'^cedente, on trouve 
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Atinsi est determine le centre de la sphere osculatrice 

(16) a;, = a:-4-a'R — a'T^, 4 :,=.... 

Son rayon p est I’hypot^niise d’un triangle rectangle dont R el I 
sont les c6tes. On a done 

( 17 ) p2=R2^.T2^. 


La sphere osculatrice au point P, ayant son centre sur la 
droite polaire de P et passant en ce point, est coupee par le plan 
osculateur siiivant le cercle osculateur. De plus, la caracteris- 
tique de la sphere osculatrice est le cercle osculateur , Pour 
I’etablir, il suffit de prouver que cette caracL^ristique est situee 
dans le plan osculateur. Or ses Equations sont 


(07 — iPi )2 H- ( J/ ^ jKl )2 -f - (5 — )2 — p2 = O, 


( 0 ? — 07i) 


dx\ 

ds 




Mais les formules ( 14 ) et (i5) donnent 

i dxx _ dyi _ 1 dz^ _ R d/ 

^ a" ds ~ P" ds ~ f ds ~ T ds\ ds)' 

de sorle que l’4quation du plan de la caracteristique peut s’ecrire 

- K(* - *.) H- r<r-7.) + Y-(— -.)) [? - a ('ff )] •* P S “ 

Cc plan est parallele au plan osculateur, Je dis qu’il passe en P. 
En effet, si o;, z sont les coordonnees de ce point, les for- 
mules (16) donnent — x, z^ — z, et il vient 


dRVR d / dR\l dp 
ce qui est une identite, a cause dela formule (ly). 


8. Consid^rons une courbe gauche (C) et la courbe (C^) lieu 
des centres Mi des spheres osculatrices aux divers points M de (C). 
Le plan osculateur a (C) en M est perpendiculaire a la droite po- 
laire KM| et, par suite, parallele au plan normal de (Ci) en M,. 
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Le plan osculateur a (Ci) en M<, ayant pour caracteristique la 
droite polaire KM), se confond avec le plan normal 4 (C) cn M. 
Ainsi I’angle de deux tangentes de (C)) est 6gal a Tangle de deux 
plans osculateurs de (C) ; et Tangle de deux plans osculatcurs 
de (C)) est ^gai a Tangle de deux tangentes de (C); on a done, 
au signe pr6s, 

dsi ds dsi _ ds 

^'9^ " T' ’ T7 ~ R ’ 

•S), R|, T| ddsignant respectivement Tare, le rayon de courburo 
et le rayon de torsion de (Ci). Ces formules donnent 

RRi = TTj. 

Elies font aussi connaitre R| eL T^. Gar, des relations (i8) on 
tire, an signe pres, 



9. Nous pouvons maintenant generaliser line propricLede I’he- 
lice circulaire (Chap.V, n*^^) : Toutecourhe a courbure constant e 



est le lieu des centres de courbure de la. courbe lieu de ses 
centres de courbure. En efFet, la courbe (C) ayant sa courbure 
constante, ili'esulte de la formule (i 5) qu’en cliacun dc ses points M 
son centre de courbure KL se confond avec Ic centre M| dc la sphere 
osculatrice. Je dis que le centre de courbure de (C,), rclatifau 
point M^, est pr6cis6ment le point M. En efTct, le centre dc cour- 
bure cherche est a I’intersection du plan osculateur cn Mi avee 
la droite polaire de ce point. Or le plan osculateur de (Ci) en M, 
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est le plan normal DM^ M de la courbe (C). Ladroite polaire 
de Mi est la caract^ristique du plan normal de (C^) en M 4 , qui se 
confond ici avec le plan osculateur de (C) en M; done la droite 
polaire de M^ est la caract^ristique dti plan osculateur de (C) enM, 
c’est-a-dire la tangente MT, et le point ou MT perce le plan DM^ M 
c’est le point M lui-meme. Ainsi ily a reciprocite entre les deux 
courbes (C) et (Ci), chacune d’elles etant le lieu des centres de 
courbure de F autre. 


10. Problems. — Etant donnee line courbe gauche trou- 
per toutes Les courbes qui L^admettent comme lieu des centres 
de leurs spheres osculatrices . 

La question revient a trouver les courbes dont les plans normaux 
sont les plans osculateurs de la courbe (C^). Cherclions done dans 
chaque plan osculateur de (G<) un point M, dont le lieu soil une 
courbe normale a ce plan. Tout point M du plan osculateur en 
yi^ peut ^tre rapporte k la tangente et ala normale 
principale prises comme axes mobiles; si u et ^ sont ses coordon- 
nees relatives, ses coordonn^es absolues seront 


= a?! -H ai w -h a'i j/ , 


les lettres afFectees de I’indice i designant les cosinus des direc- 
tions principales de la courbe (C|); soient de plus , R<, T^ Fare, 
le rayon de courbure et le rayon de torsion de (Ci ). On aura, par 
differentiation, 


dx ( dll 



a'l p 

t7' 


cl deux relations analogues, ficrivant que la direction dx^ dy^ dz 
est perpendiculaire a la tangente (a,, y^) et a la normale prin- 
cipale (a,, y'^), nous trouvons 


du P u 

-j 75 1-1=0, — -1- = 0. 

d$i Ri ds\ Ri 


Apr^s le changement de variable d(7= dsi : Ri, ces equations de- 
viennent 


du 
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On en deduit immediatement, par elimination de 


equation dont Fintegrale generale est 

p = ^ sin O' -I- 6 cos c — COSO J* sin o -f- sin o ^ coso c:/^, 


a el b etant deux constantes arbitraires; la secondc dcs 6 qua* 
tions (21) donne alors 


/'si., 


ui= a COSO — b sin o — sin o / sin o ds -h cos o J * cos o ds. 


Dans chaque plan osculateur de (C^) les points clicrches sent 
done en nombre doublement infini, puIsqiFils dependent dc deux 
constantes arbitraires a, b, Ces constantes unc fois choisics, Ic 
point correspondant M decrit, quand M^ varie snr (Ci), unc 
courbe trajectoire orthogonale duplan osculateur de M^, On pent, 
en considerant a et b comme des fonclions d’un paramclrc 
grouper dans chaque plan osculateur les points Mde maniore a en 
former une courbe (F). Les fonctions a et b etant choisics, les 
courbes (F), sitiiees dans les divers plans osculateurs de (C| ), sent 
toutes egales entre elles; ce sont les diverscs positions tl’iinc 
m^me courbe. Le lieu des courbes (F) dans I’espacc est une sur- 
face qui, le long de chacune d’elles, coupe a angle droit lo plan dc 
cette courbe. Nous reviendrons sur ces surfaces, a propos dc la 
theorie des lignes de courbure, a la fin dii Chapitre Vlll. 


V. — Courbes sph^riques. 

11 . Ce qui precede permet de caract^riser les courbes sphe-^ 
riques, Une courbe etant trac^e sur la sphere que representc la 
premiere des equations (12) quand on y considfere z*, ct p 

comme des constantes, tons les points de cette courbe verifient 
cette equation et toutes celles qui s’en deduisent par differentia- 
tion, notamment les trois dernieres Equations (12). Done la sphere 
osculatrice est la m^me en tons les points de la courbe; e’est la 
sphdre qui porte cette courbe. De cette propriety, qu’on peut 
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considerer comme evidente, il resulte qii’on a, en tons les points 
dhine courbe spherique, 

(22) = const. 


Reciproqiiement, si le rayon de la sphere osciilatrice est le m^me 
en tons les points d’une courbe, cetle courbe est spherique, a moins 
qu’elle n’ait sa courbure constante. Reportons-nous, en effet, aux 
formules (i 4 ) et (i 5 ); appelons T', R^, R^'Mes derivees de T et 
de R par rapport a s; les formules (18) deviennent 


I dcci __ I dvi _ i dzi 

a" ds [i" ds ~~ 


i (R-t-TT'R'-t-TaR"). 


Mais, si I’on differentie I’equalion (22), on trouve 
R'(R-f-TrR'^-T 2 R")=: o. 


Done, si la courbure n’est pas constante, le dernier membre des 
equations (18)^ est mil; la sphere osculatrice a son centre fixe, et 
son rayon, par hypotli^se, est constant. Done elle est la m6me en 
tous les points de la courbe consideree qui, par suite, est sph6- 
rique. Ainsi, pourqahine courbe d courbure variable soil sp hi- 
rique^ il faut et il sujfit qiie le rayon de la sphere osculatrice 
soit constant, ce qui s’exprime parTequation (22). Mais, en vertu 
des formules (18), dest la relation 



qui caracterise les courbes spheriques* 

Pour completer, nous allons prouver que les courbes sphe- 
riques d courbure constante sont des cercles. En elFet, les 
coordonnees de tous les points d’une courbe spherique rendent 
identique la relation 

= const. 


Differentions-la deux fois par rapport a Fare; nous aurons 

ao? + ^{Z = 0, a'a? 4- -H R = 0. 

Comme R est suppose constant, si Ton differentie une fois de plus, 
R. 9 
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en ayant egard aux formules fondamen tales, il viendra 

-H 

T “ 

On conclnt de la que la torsion est nuUe, el, par suite, la coiirbe 
plane; car, si Pon supposaitT fini, le numeraleur serait niil, et 
une nouvelle differentiation donnerait 

T — rj, — O, 

contrairement a Pliypothese. En consequence, les courbes splie- 
riqiies a coiirbure constante, etant planes, sont des cercles, 

Remarque, — Voici une propriete gen^rale, presque 6vidente, 
des courbes splieriques. Les I'ayons qni voni du centre d’une 
sphere aux divers points d’une courbe (C) tracee siir clle soul 
des normales de cette courbe, et ils forment un cone, surface 
d^veloppable. Done, si Pon fait tourner cliacun de ccs rayons 
d’lin angle constant autourde la tangente a (C) en son cxlnunite, 
il reste tangent a une d< 5 veloppee de cette courbe (Ch. V, n“ 10 , i 
Ainsi Von determine sans quadrature toutes les deixdoppees 
d'une courbe spherique quelconqiie, En particulier, Pune de ces 
developpees est Penveloppe des normales menees a la courbe dans 
les plans tangents a la sphere sur laquelle clle est iracee. 


VI. — Contact de deux courbes de Fespace. 

12. Quand deux courbes de Pespace (G) et (C'), planes on 
gaudies, ont en common un point simple P, on dit qu’clles ont 
en ce point un contact d'ordre /?, si, a lout point Q, infiniment 
voisin de P sur la courbe (C), on pent fairc correspondre sur la 
courbe (O') un point Q' tel que la distance QQ^soit un infiniment 
petit d’ordre n + i par rapport a la corde PQ. 

Appelons^,y, 5 les coordonndes de P; celles de Q; 

y celles de {fis- courbe (C') etant 

definie par deux equations 

j -) = 0, G(a?, y, z) = 0. 
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ExprlmojQs que le point Q' est sur cette courbe; nous aurons 
(•>4) i ® ~ ^ *•*)= ^‘ (^i7 yi) '^i) P “+"••• > 

1 0 = G(;37i+C£, ...) = G(a7i, JKl) '^l) -+• aGji.^-i- P Y G^j-i-. . . . 

On a, d’autre part, |a, v etanl les angles des axes, 

QQ' =: y/a^ -f- -i- y- -r- 2 ap cos v H- 2 py cos X H- 2 cos jjl, 

ce qui montre que I’lme au moins des longueurs a, y est de 
Tordre n-\-i par rapport a PQ, les autres pouvant ^tre d’ordre 
sup^rieur. Par suite, les deux expressions et 

G{x ^ , sont d^ordre n + i . 


Fig. 8, 



R^ciproquement, s’il en est ainsi, choisissons arbitrairemenl 
pour a une expression de Pordre n-{-i; les equations ( 24 ) donne- 
ronlpoiir [3 et y des expressions du m^me oi'dre; la distance QQ' 
sera aussi de I’ordre n-i-i; les deux courbes auront iin contact 
d^ordre /^. 

Le raisonnement precedent suppose que I’un au moins des trois 
d^tei'ininants 


f;,g;„ f;,g; - f;,g;,, f;,g', 


ne soit pas infiniment petit. Mais, s’il en 6tait autrement, les trois 
determinants 


F:,GV^F^Gi 


F^-Gi^FiO;, FiGi-FiG', 


qui different infiniment pen des precedents, avant des valeurs 
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fixeSj seraient rigoureusement nuls. On verra, en sc x'cpoi’Lanl 
aux d^veloppements des Chapitres I et H, qu’on peuL LoujourSy 
le point P etant suppose point simple de la courbe (C'), donncr 
anx fonctions F et G des formes tclles qiic ccttc circonstance nc 
se produise pas. II suffit, pour employer le langage geomctriqnc, 
de faire jDasser (G) deux surfaces F = o cL G = o pour 
lesquelles Ic point P soit iin point simple ct qiii nc se touclient 
pas en ce point. Comme il en sera toiijours ainsi dans los appli- 
cations qui vont suivre, nous n’insisterons pas davantagc, ct nous 
conclurons : 

Pour que deux courhes (C) et (C) aient en P un contact 
d^ordre il faut et il suffit que les coordonnees d* un point 
infiniment voisin de P sur (G), elant siibstiluces dans les pre- 
miers membres des equations de la courbe (O'), donnent des 
resultats de Vordre i par rapport d la distance PQ. 

En raisonnant comme an n® 2, on vcrra que, si la courbe (G) csl 
definie par les formules 

I’infiniment petit PQ cst de I’ordre de dt. Si done on pose 

+ (0= F[cDi(G, ?2(0) TsCO], X{t) = G[cpi(0, 92 ( 0 : ?3(0]: 

les d^veloppements dc + el dc suivant les 

puissances de h devront commencer par les termes en En 

consequence, on devra avoir 

4>(0 = o, 4<'(o==o, t);(«)(o = o, 

X\0 = O, 

Ainsi, il faut 2 n -\-2 conditions pour exprimer que deux 
courhes de Vespace ont en un point donne un contact cVordt'c n, 
tandis qu’il n’en faut que pour deux courbes situdes dans 

le m6me plan (n<^ 2). 

Remarque. ~ Pour exprimer que les deux courbes (G) et (O') 
ont en un point indetermine un contact d’ordre n, on eliniinera t 
entre les 2 / 1+2 equations ci-dessusj de sorte qu’il ne rcstera 
plus que 2 / 1+1 Equations de condition. 
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VII. ~ Droite osculatrice; cercle osculateur. 

13 . On definit les courbes osculatrices dans I’espace exacte- 
ment de la meme maniere que dans le plan (n° 3 ). Mais il convient 
de signaler une difference entre les deux cas. Si un systeme de 
courbes (C') de I’espace depend de 2 -h 2 parametres, il y aura 
gen^ralement un nombre limite de courbes du systeme qui auront 
cn un point donne P un contact d’ordre n avec une courbe (C) 
donn^e. Si les courbes (O) dependent de param^tres en nombre 
impair, 2/1 + i par exemple, on ne pourra ^tablir qu’un contact 
d’ordre 71 — i en un point donn 6 (P) entre une courbe donnee (C) 
et certaines des courbes (O); mais le contact d’ordre n — i n’im- 
posant que 2 /z conditions, ces courbes osculati'ices (C') seront 
cn nombre infini, un parametre restant arbitraire dans leurs 
equations. 

Cette observation n’emp^che pas d’^tendre aux coux'bes de 
I’espace la propri^t^ importante ^tablie au n° 4 . La demonstration 
dtant la ni^me, nous nous contenterons d’^noncer le resultat : 
Une coui'be de Vespace (G) dependant de 2/1 -f- 2 pai'ameti'es, 
si oil V assiijettit d t'encontrer une coiit'be donnee ( G)en un point 
fixe P et, de plus, en n auti'es points voisins de P, puis qu^on 
fasse tendi'e ces n points vei's P, La coui'be {G) tendi'a vei's 
Vune des courbes de son espece, osculati'ices en Vdla courbe (G). 

14 . Les equations d’une droite contenant quatre parametres, on 
pourra etablir un contact du pi'emier ordre entre une droite et 
unc courbe (C) en I’un de ses points P. D’apres le tbeoreme que 
nous venons d’enoncer, la droite osculatrice en P est la position 
limite d’une secante issue de P quand son second point d^inter- 
section avec la courbe tend vers ce point. Ainsi, la di'oite oscu- 
latrice n^est autre que la tangente, 

Les equations d’un cercle peuvent toujours ^tre ainsi ecrites 

F= — (5 — ^i)^— p2 = o, 

G l(^x — Xi) n{z — ^1) =0. 

Elies contiennent six ind^termindes, savoir les coordonnees du 
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centre et le rayon d’une sphere, ainsi que Ics deux parainelrcs 
directeurs d’lin plan passant par le centre de ceLle sphere. On 
pourra done ^tablir nn contact du second ordre entre im ccrclc 
et une coarbe donnee (C) en un point P. Si Ton congoit f[ac les 
coordonnees x, y, ^ des points de (C) soient rcmplacecs dans F 
et G par leurs expressions en les fonctions F et G scront iden- 
tiques a celles c[uc nous appelions plus haut et x(0* 

Tequation = o nous devons associerles deux equations derivecs 
= 0 , = o. Mals on a 

ce qui montre que, si Ton considerc les inconnucs 
comme des coordonn(§es courantes, requation delinit \c 

plan normal a (C) au point P(^, y, z). En consequence le sys- 
t^me forme par cette equation cl sa derivec = o represente 
la droite polaire de (C) relative au point P. Done le centre du 
cercle osculateur est sur cette droite. 

ficrivons maintenant les trois autres equations du probleme : 

X(0= -- xi) -h 7?i(y — yi) -h n(s zi) = 0 , 

yj ( 0 = -h 71-G' = o, 

y^\t)=. lx” my” nz” ^ o. 

On en deduit imm^diatement, en eliminant /, m cl /^, 

A(57 — B(j— G(3 — ^ 1 ) =: O, 

A, B, G etant les coefficients de Pequation du plan osculateur. 
Ainsi le centre cherche cst dans le plan osculateur 

de (C) au point P. Comme il est aussi sur la droite polaire de ce 
point, il se confond avec le centre de courbure. On veil que le 
cercle osculateur est situe dans le plan osculateur et qu’il a memo 
centre que le cercle de courbure. En consequence, Ic cercle Oiscu- 
lateur dhtne courhe quelconqiie ^ plane ou gauche, se confond 
a^ec son cercle de courbure. 
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COURBURE DES LIGNES TRACEES SUR LES SURFACES. 


I. — Th^or^me de Meusnier. 

1, Proposons-nous d’etudiex' la courbure des coiirbes tracees 
sur ime surface ct passant par I’lm de ses points j', z), Con- 
sid^rons I’une de ces coiirbes (C). Son centre de courbure K est 
a I’inLersection de sa droite polaire avec son plan osciilateiir. 
ficrivons les equations de la droite polaire (D) : 

(i) (lL~-x)dx -+-(Y — y)dy (Z — z) dz = o, 

(•.i) (X — d^x ^ {J -- y) d^y z) d^-z ^ ds ^ ; 

les diffc^rentielles sont prises par rapport a la variable dont depen- 
dent les coordonnees z et Parc s de la courbe (C). Cher- 

clions le point N ou la droite (D) rencontre la normale MN a la 
surface. Soienl a, 6, c les cosinus de la direction choisie comme 
direction positive sur cetle normale, et R la longueur du segment 
qui va de M en N, compt^e positivement dans la direction 6, c), 
negativement en sens contraire. Si X, Y, Z sont les coordonnees 
de N, nous aiirons 

(3) X — a7=:aR, Y— jk = 6R, Z s = cR. 

Substitiions ces expressions dans les equations de la droite 
polaire; la premiere deviendra 

(4) a dx b dy c dz ^ 

identite qui est verifiee pour toute direction (^dx^ dy ^ dz) du 
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plan tangent; la seconde donnc la longueur cherclice 


(5) 


R = 


^^2 

a(P X -4- bd-y H-- c d- z 


Si I’on difFerentie I’identite (4), on trouve 

ad-x d-y “H cd-z~ — (da dx -4- dh dy dc dz ), 


ce qui permet dMcrlre 

R = - 2a dx db dy + dc dz ' 

Comme les cosiniis b, c soiit des fonclloiis de deux dcs coor- 
donnees, x et y par exemplc, on aura 

I /da dx da dy \ dx 

R \ dx ds dy ds / ds 

On voit que la longueur R est la m^tne pour louLes Ics courl)(‘s de 
la surface qui ont cn M la meme tangcnlc MT; ellc correspond, 
en particulier, a la section faile dans la surface par Ic plan (|ui 
contient la normale MN et la langenLc commune MT (section 
normale). Done les droiies polaires de toates les courbCs^ tra- 
cees siir une surface par an de ses points M, et tangentes 
en ce point d la meme droite MT, concourent en iin meme 
point N, qui est le centre de courbure de la section normale 
passant par la tangente MT. 

Prenons pour plan de la figure le plan men(5 par M perpendi- 
culairement a MT ; el soil MK. g) la trace do plan oscula- 
teur a la coui^be (C). La droite polaire (D) est pcrpendiculuirc 
a MK el passe en N ; done le centi'e dc courbure K. est la projec- 
tion de N sur le plan osculateur. D’ou cet autre enonc<5 : 

Tm^OREME. — Une courbe quelconque (G) etant iracee par 
an point M d^une surface, son centre de courbure relatif au 
point M est le point de son plan osculateur en M oh se pro- 
jette le centre de courbure de la section normale qui a meme 
tangente en M que la courbe (C). 

En particulier, le centre de courbure d^une courbe quel- 
conque, tracee par un point M d\ine surface, coincide avec 
celui de la section faite dans la surface par so/i plan osciila^ 
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tear en M, ce qui restreint I’etude aux sections planes. On voit 
aussi que le centre de courhure d^une section oblique d^une 
surface est la projection de celui de^ la section normale qui a 
meme iangente : c’est la le theor^ine de Mensnier. 


Fig. 9 . 



II I'evient a dire que les centres de courhure K des sections 
faites dans une surface par un plan qui tourne autour d^une 
tangente fixe MT sont situes sur un cercle dont le plan est 
perpendiculaire d latangenteWY en son point de contact M, 
et qui a pour diametre le rayon de courhure MN de la section 
normale determinee par MT. 

Remarque. — Le precede que nous avons employ^ pour deter- 
miner le centre de courbnrc K tombe visiblement en defaut quand 
lacourbe (C) admet pour plan osculateur en M le plan tangent a 
Ja surface; car alors la droite polaire (D) et Ja normale MN sont 
paralieies. Nous retrouverons plus loin ces courbes sous le nom 
de lignes asymptotiques. 


II. — Courbure des sections normales; indicatrice. 

2. D’apres le theoreme precedent, il suffit d’etudier le rayon 
de courbure des diverses sections normales d’une surface autour 
d’un de ses points. A cet effet, on rapporte la surface a sa nor- 
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maleMN prise pour axe des et a deux droites rectangulalres 
My de son plan tangent. Si Ton fait coTncider la direction 
positive de la normale avec celle de I’axc M:?, les cosinus c 
ont respectiveinent pour valeurs o, o, t; ct le ;; dii ccutrc de 
courbure d’une section normale sededuit des fovniules (3) et (3 ), 
qui donnent ici 


Or, le plan tangent etant pris pour plan des xy^ les ddrivecs pre- 
mieres de ^ sent nulles a roriginc, et Texpression generalc di) 
d^z se reduit a 

ro -4- 2 Sq dx dy -4- d 


Le rayon de courbure R de la section normale qui contient la di- 
rection {^dx^ dy) est done determine en grandeur ct signe par la 
formule 


I 




-h 


dx dy ( dY\- 

’ 


qu^on pent encore ecrire 


(7) 


t 

R 


= /’o cos2 0 ) -h 25o COSO) sin to 4- ^0 sin^ a*, 


en representant par co Tangle que fait avec Taxc Mx la trace du 
plan normal consider^ sur le plan z = o. 

Le centre do courbure est situe, par rapport au [)lan tangent, 
du c 6 te des 5 posilifs, ou du c 6 t 6 opposd, suivant que les valeurs 
attributes a a> rendent R positif ou negatif. ll y a done lien de 
distinguer trois cas. 

I® Soit — /'o^o< o- Quel que soit Tangle o), Ic trinome ( 7 ) a 
un signe constant. Toutes les sections normalcs ont Icurs centres 
de courbure situes d'un meme cote du plan tangent. Par suite, 
aux environs de Torigine, tons les points de la surface sent d’un 
mtme c 6 tt de ce plan. On dit alors que la surftxce est convex^ 
autour de Torigine. Si Ton a choisi pour direction positive de O:; 
la demi-droite situte du meme c 6 te du plan tangent que la sur- 
face, R est toujours positif. On pent poser R = et Ton a 


( 8 ) 


p-(ro cos- to 4 - 2^0 cost!) sin CO 4 - ^osin^co) = i ; 
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on voit qiie p est le rayon vecteur de FelHpse 

(9) i?or-= I? 

appelee inclicatrice de la surface an point M. Ainsi le rayon de 
courhure R une section normale est egal au carre du rayon 
vecteur de V indicatrice, qui est dirig e suio ant la trace de cette 
section normale* 

II presente done deux valeurs maxima et deux valeurs minima 
qui correspondent aux directions principales de I’indicatrice. 

2° Soit — ro^o > o. Le signe du ti'inome (7) depend des va- 
leurs de to. Les sections normales ont done leurs centres de cour- 
bure situ^s de part et d’autre du plan tangent. Par consequent la 
surface presente, aux environs de I’origine, des regions situ^es 
les lines d’un cote du plan tangent, les autres de I’autre. On dit 
qu’elle est d courhures opposees autour de F origin e. Si Fon 
pose encore R = p2j Fequation (7) donne, comme plus haut, les 
equations (8) et (9); mais ces equations representent ici unc 
hyperbole ayant pour asymptotes les droites 

roa?2-i- Q^soxy = o. 

Dans Fangle des asymptotes ou est Fhyperbole indicatrice (9), 
tons les diametres sont transverses; done p^ et R sont positifs : 
la surface est situee, par rapport au plan tangent, du cote des z 
positifs. Dans Fautre angle des asymptotes, les diametres sont des 
diametres non transverses; p^ et R sont negatifs : la surface est 
situee du cote des z negatifs. 

Pour les seetions normales qui contiennent les asymptotes de 
Findicatrice, R est infini. Ces deux sections prdsentent en Mune 
inflexion; elles traversent, en ce point, le plan tangent. La valeur 
algebrique de R admet encore deux maxima et deux minima, qui 
correspondent aux axes de Findicatrice. 

3® Soit enfin s^ — rQtQ = o*'Le trin6me (7) estun carre parfait; 
par suite, R conserve toujonrs le meme signe. Aux environs dc 
Forigine, tous les points de la surface sont d’un m(5me cote du 
plan tangent, qu’on pent prendre pour c6t6 des positifs. Si 
Fon pose R= p-, on retrouve les Equations (8) et (9). Ces equa- 
tions representent ici une conique du genre parabole; mais cette 
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conique, ayant un centre, se decompose en deux droiLcs parallclcs 
(ro) (roiP-l-SoJK)2 = /’o- 

On donne encore au syst^me de ces deux droites Ic nom dhii- 
dicatrice et Ton dit qne le point M cst im point paraholique. 
Le rayon de courbure R dcs sections normales passant en M 
varie entre l’infini,qiu correspond a Ja direction ^ 

un minimum qiii correspond a la direction pcrpcndiculaire. 

En resume, nous reconnaissons que, dans tons les cas, le rayon 
de courbure dhine section normale est egal au carre de celui 
des rayons vecteurs de V indicatrice qui est dirige suivant ki 
trace de ceite section normale. 


3 . Si, dans le plan des xy^ on prend pour axes dc coordoninSes 
les axes de I’indicatrice, Tequation de ccttc coniqiie no conticnt 
plusde terme en xy et le rayon de la section normale d’azimut co 
est donne par la formule 

(7)' ~ = 7*0 COSTCO -h ^0 sin^w. 

Appelons R| etR^ les rayons dc courbure dcs sections ti> = o et 
(0 qui passent par les axes de I’indicalricc ; nous Irouvons 

_L - r. ^ . 

Ri “■ Rs ~ ’ 

I’equation (7)' prend done la forme 


(II) 


r _ cos2 to Rin^to 

R rT" “'rT' 


C’est la formule d’Euler. On en d^duit que les rayons decour- 
bureVs. etW de deux sections normales rectangulaires satis- 
font d la relation 


I 

R 


r _ T 
R^ ~ Fi 


-!- — == const., 
K2 


qui exprime la propriety bien connue des longueurs de deux dia- 
metres rectangulaires d’une conique. Tout ce qui precede subsistc 
pour les points paraboliques. Seulement I’un des rayons dc cour- 
bure principaux est infmi. II suffira, dans les formules, dc sup- 
primer les termes ox'i Ra figure cn denominateur. 
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4 . Notis allons voir que Pindicatrice represeate non seuleinent 
la courbure des sections normales d’une surface en iin point, mais 
aussi la forme m^me de la surface aux environs de ce point. Trans- 
portons, en effet, rorigine des coordonn^es au point consid 6 re, 
et prenons pour axe des ;; la normale, pour plan des xy le plan 
tangent. Le point M ^tant suppose un point simple, si Ton consi- 
d^re z comme une fonction de x et y, ses deriv^es de tons les 
ordres auront a I’origine des valeurs bien determinees ; celles du 
premier ordre seront nulles; soient /'o, Sq, to celles du second. La 
formule de Maclaiirin donnera 

- = Q.soxy-^ ^07-)-+- S, 

designant des termes d’ordre au moins ^gal a irois par rapport 
a ^ et ky. Si I’on neglige ces termes, on substitue ala surface une 
quadriquc qui en diffcre fort pen dans le voisinage de I’origine. 
Cette quadriquc est un paraboloi'de elliptique, un paraboloi'de 
liyperbolique ou un cylindre parabolique, suivant que I’expres- 
sion si — To^o negative, positive ou nulle. 

Coupons la quadriqiie par des plans paralleles au plan tangent. 
La section par ce plan lui-memc se compose de deux droiles 

rox- -h ‘isoxy -h foy^ = 0, 

qui seront imaglnaires, reelles ou confondues suivant les trois cas 
pr^cit(!;s. La section faite par un plan z = hy^o sera une conique 
homo the tique de Tune des deux coniques 

FoX- -{- 2 -H toy^ = dr i ; 

le signe plus correspond aux sections = A ^ o, le signe moins 
aux sections s = A < o. L’une de ces deux coniques est Vindi- 
cairice; Fautre est imaginaire quand .9^ — /"o^o ^st n(^gaLif 011 nul, 
et coincide avec Thyperbole conjugu^e de I’indicatrice quand 
— roto esL positif. Ainsi I’indicaLrice suffit dans tons les cas a 
faire connaitre la forme des sections de la surface par des plans 
voisins d^un plan tangent et paralli^Ies a ce plan. 

5 . Remarque. — La ih^orie de la courbure des lignes tracdes 
sur une surface suppose que le point consid^re est un point 
simple, de sorte qu’en ce point Louies les d^riv^es de z, en parti- 
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culier celles du premier etda second ordre, ont des valeiirs parfai- 
tement determinees. 11 pent n’en ^tre pas ainsi en certains points 
d’une surface. Considerons, par exemple, r(^qiiatlon 


25 





ou o designe une fonction dii rapport u = y I .r. On cn dcdiiit 


_L_, 


dz , ^ .r(r -h cp'(^0 


Ces derivees sont nulles au point ^ = v = o, si la foncljon (^/) 
et sa derivee cp^(w) ne devicnnent infinics pour aucuno valciir 
reelle de ii, Mais, en calciilant Ics derivees sccondes de on voit 
aisement qu’elles sc presentent a Toriginc sous line forme indetcr- 
ininee, parce que leurs valeurs dependent du rapjmrt qui resle 
arbitrage. L’originc n’est done pas un point simple cl la iheorie 
generate ne s*applique plus. N(ianmoins, I’axc dcs z est normal a 
I’origine k loiites les sections faites dans la surface par les plans 
qui le contiennent. En eflTet, la section y ~ iix csl uuc parabola, 
representee dans son plan par requation ^ 9.z^ v,l donl 

I’axe coincide avec I’axe dcs Ccla pose, il cst facile de irouver 
le rajon de courbure R de cliaquc section normale y:=i/x, etant 
donnee la valeur de u; car cette parabole a pour parametre rin- 
verse de C’est aussi le I'ayon de courbure cn son sommcl, 

en vertu d’une propri(5te de la parabole (Ch. IV, n<* 9); on a done 


R = 




d’oLi il r(§sulte que, quand le plan secant tournc aulour dc la iior- 
male, le rayon R pent, suivant la forme de la fonclion cp, devenir 
plusieurs fois infini et passer par dcs maxima ct minima cn nombre 
quelconque. C’est ce qui arrivera, par exemple, pour la surface 
represen t^e par 1 ’Equation 

25 = (x^~hy-)slnmtd^ = arc tang 

la courbure de la section normale d’azimut co etant egale a sin/?ico. 
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Remarque. — En vertu de la relation Z — Func dos 

formules (3) de ce Cliapitre, I’expression 

R T 

sera la valeur algebrique de la difference Z — cnlrc le du 
centre de courbure N de la section normale ct cclui du j)oint M . 


7. D’apres la fonnule (i a), les directions principales sent cclles 
dont les cosinus a, p,Yrcndent maximum ou mininiiim Ic trinftmo 
ra^-i- 2 -j- et, par suite, satisfont a Tequation 


(i3) (/'ot -H P) (A‘a H- ^ p) r=: o, 

qui rdsulte de la differentiation do cc trinome. Or on a toujoiirs 

OC^ -H pS yS ~ I ^ 


et, de plus, pour les droites tangentes a la surface, 


(i4) 



=--P 


clx 

dfs 


dy 

d<s 


■ poL H- q p. 


Nous pouvons done ^crire 

( I ^ ) a- -f- P^ -H (pcc -+- ^ p )*- J J 

d’ou resulte par differentiation 


(i6) [(i-t-/»2)oc-+-/>gPJ^ZaH-[^gra~-r (i -h P] <^p = o. 

L’^limination de da. el de rfp entre les equations (i3)ct(iG) 
Iburnit la condition cherch^e 


( 17 ) (1 P _ 

,va-h/p ' 

qu’on pent aussi ecrire 

( [pqr-(i^p^)s]oi^ 

Les equations (i5) et ( 17 ) font connaitre a et p; on a cnsiiitc 7 
par la formule (i4)- Ainsi se trouvent determinees les directions 
principales en im point M. 
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8. Cherchons maintenant Les longueurs des rayons de cour- 
bure principaux. Les rapports (17) sent visiblement egaux a 

pq H- (rH- ^^)| 3 ] __ gS-h (jpg 4- <7 |3)2 

a(7’a -H 5p) -h p(sa -H ^ P) ~ /’g^-h 25gp -I- ^ ’ 

ce qui, ea vertu des equations (12) et (i4)> n’est autre chose qiie 
Rl Si done on designe desormais par R Tun des 

rayons de courbure principaux, on aura le systeme 

v/i -h/)2_4- ^2 [a(i - 4 - q^) — R(ra-4- 5^) = o, 

— R(5a -f- ip) == o; 

d’ou Ton deduit en eliminant R Pequation (17)? et en (^liminant a 
et p Pequation cherch^e 

(t H- p-)s/i q'^ — Rr pqsj — R5 

= O. 

pq\/i -H q^ — Rs (l -H q-)s/i -r-p2_j_ q2 _ 

Telle est V equation aux rayons de courbure principaux. On 
voit immodiatement qu’elle a toujours ses racines r^elles^ car 
pourR=o son premier membre acquiert lavaleuressentiellement 
positive (i-h 5^’-)*'^, tandis qu’il se reduit a un caxTe pi'^cede du 
signe moins quand le rapport R : regoit Pune des 

deux valeurs (i + /?') I '' et (1 -h y-) : t. 

L’equation (19), ordonnec, devient 

R 2 (ri — 52 j ™. R /n-^ 2 ^ q'i [(i -h q-)r — ‘ipqs -4- (n-/? 2 ) ;] 

-4- (l-t- ^2)2 — o. 

La somme et le produit des inverses de ses racines ont recu 
respectivement les noms de courbure moyenne et de coiu'bure 
totale de la surface. Les developpables ont leur courbure totale 
partout nulle (Ch. Ill, n® 19 ). On appelle siu^faces minima les 
surfaces dont la courbure moyenne est nulle en chaque point, on 
dont Pindicatrice est partout une hyperbole ^quilat^re. 

9. Nous allons determiner directement les sections et les cour- 
bures principales des surfaces de revolution. Soient M un point 
et MN la noiunale k la surface, qui est contenue dans le meridieii 
de M. Tout ineridien etant im plan de symetrie de la surface, 

R. 


(19) 


10 
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deux plans mends par MN el dgalement inclinds sur le mdridien 
determinent deux sections normales qui ont mdme rajon de cour- 
bure en M; ces rayons de courbure etant mesures par les carres 
des rayons vecteurs de I’indicatrice silues dans Ics deux plans 
sdcantSj on voit que ces rayons vecteurs sont cgaux. Or, ils sent 
dgaleinent inclines sur la tangente MT au mdridien. Done INIT cst 
I’un des axes de I’indicatrice et la meridienne csl I’liiie dcs sec- 
tions principales. Par suite Faiitre section principale cst la section 
normale perpendiculaire an mdridien. Pour trouver son centre dc 
courbure, remarquons que cette section cst tangente au parallele 
du point M 5 d’apres le theordme de Meusnier, le centre dii pa- 
rallele est la projection du centre dc courbure clierche; celui-ci 
est done sur I’axe de rdvolution. D’ou cette conclusion : 

Thi?:oreme. — un point luie surf ace de re^^olulion dune 
des sections principales est la meridienne ; d autre est la sec- 
tion normede perpendiculaire au meridien et a pour centre dc 
courbure le point de Vaxe de revolution situe sur hi normale 
d la surface au point considere, 

Ainsi les rayons de courbure princlpaux d’nne surface dc revo- 
lution en un point M sont : Pun le rayon de courbure de la meri- 
dienne en ce point, I’autre la normale a la meridienne, limiL(*c a 
Faxe de revolution. Par suite, la i*echerchc dcs surfaces dc revolu- 
tion dont les rayons de courbure principanx sont lies par line re- 
lation donnee /(R^,R 2 )=o revient a cellc dcs courbi^s planes 
dont le rayon de courbure R et la normale N sont lies par la rela- 
tion /(R, N) = 0. En particLilier, si R^, le centre do cour- 
bure coincide avec rextr 6 mit<^ de la normale : la meridienne esl 
line circonfdrence. Si Ri ~ — R^, Fcxtr(f‘mitc de la normale ct le 
centre de courbure sont sym^triques par rapport a clia([uc point 
de la coui'be cherchee : la mc^ridienne estunc chainette ayant pour 
basel’axe de revolution (Ch. IV, 10, 9d). Done la seule sur- 
face de revolution dont les rayons de courbure principanx 
soient egaux et de signes contraires est engendree par line 
chainette tournant autour de sa base. Cette surface a i^ecu 
le nom dialysseide. On voit que V alysseide est la seule surface 
minima qui soil de revolution. 
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IV. — Ombilics ; surfaces dont tous les points sont des ombilics. 

10 . On appelle ombilics les points d’une surface ou I’indicatrice 
est un cercle. En iin pareil point toutes les sections normales ont 
meme rayon de courbure et, les axes de sym^trle de Tindicatrice 
etant indetermin^s, toutes les directions paralleles an plan tan- 
gent sont des directions principales. Les ombilics sont done carac- 
terises par ce fait que I’equation (17) se reduit a une identite; d’ou 
les deux conditions 

/A r s t 

(0.0) = — = 

Les deux equations (20), rapprocliees de celle de la surface, 
determinent en gen<§ral un n ombre limit e de points. Neanmoins 
certaines surfaces presen tent des ligmes ombilics , on inline 
admettent tous leurs points pour ombilics. 

Titeoreme. — Les seules siu'faces reelles dont tous les points 
soient des ombilics sont des spheres. 

Les equations (20) peuvent, en effet, s’^crire ainsi 

pr _ s ^ 

Les deux membres de chacune de ces equations etant des derivees 
logaritluniques, en les integrant on aura 

Les fonctions X et Y introduites par I’integration ne dependent 
Tune que dc Tautre que dejK- On a ainsi et : 

o Y H- T , X -H r 

^“~XY — 

Oes expressions ne sont indeterminees que si X = Y= — t, au- 
quel cas jn et ne sont liees que par la seule relation 

(21) H-/?2h_^2=0, 

qui n’admet pas de solution r^elle. Les surfaces correspondantes, 
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necessairement imaginaires, sont des d^veloppables, puisque q esl 
fonclion de p (Ch. Ill, n® 19 ). Elies sont circonscrites au cercle 
de I’infini. On reconnait sans jDeine qu’elles I'^pondent a la ques- 
tion, I’equation (21) entrainant les equations (20). Cette solution 
ecartee, nous avons 

—1— 1 sj A. -f-T 

7 ? == -- 7 ===^ 

v/xY — I Ay — I 

Identifiant les deux expi'essions de s tirees de ces formules, nous 
trouvons 

X'(X if ^ == Y'( Y -h I A = const. = — ;|; 

car les deux membres, ne dependant, Fun que de Fautrc qiic 
dey, ne peuvent etre egaux que s’ils se rediiisent a une constanie. 
S^parons les deux equations et integrons-les. En ddsignant par a 
et b deux constanLes arbitraires, nous aurons successivcment 


X — a 

(X-H l) - = 




X-HI== 
XY — 1 = 


R2 


{x — 
R2 


¥-4-1 = 


R2 




Les valeurs de /? et de 5^ deviennent par suite 


X — a y — b 

^ /R^ — (a? — <2)2— (J/ — 6)2 ^ \/R"~ (07 — a)2— .(jy — 6)2^ 

elles donnent visiblement 


dz—pdx^^qdy^ — d /R‘^ — (a? — a)2 — (j/ — . 6)2. 
L’integration inlroduit une nouvelle constanie arbitrairc c, 

z — c = — v/R 2 — (a? — a)2 — {^y — 6)2. 

On ne trouve ainsi que des spheres, et il est (Evident que toute 
sphere r^pond k la question. 
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CHAPITRE VIII. 

DIRECTIONS GONJUGUEES.— LIGNES ASYMPTOTIQUES. 
LIGNES DE COURBURE. 


I. — Tangentes conjugu^es et r^seaux conjugu^s. 


1. Definitions. — Deuxdroltes, tangentes a une surface en im 
meme point, sontdites tangentes conjugueesy si elles coincident 
avec deux diametres conjugues de I’indicatrice en ce point. Leurs 
directions sont dites conjuguees. 

II suit de la que, toutes les tangentes conjuguees en iin 

point dhine surface, les settles qui soient rectangulaires sont 
les tangentes aux sections principales. 

Si deux families de courbes trac^es sur une surface sont telles 
que, par chaque point de la surface, passe une courbe de chaque 
famille, et que les tangentes a ces deux courbes soient des tan- 
gentes conjuguees, on dit que ces families forment un reseau 
conjugue. Ainsi, sur toute surface de revolution, les paralleles 
et les meridiens forment un reseau conjugue. 


Th^oreme. — Si Von mhne les plans tangents d une surface 
le long d^une courhe (C), la tangente en tout point M de cette 
courbe (G) et la caracteristique du plan tangent en ce meme 
point sont deux tangentes conjuguees. 


Pour demontrer cette propriete fondamentale, due a Dupin, 
considdrons le plan tangent k une surface, mene le long d’une 
courbe (C). La caracteristique de ce plan est representee par 
requation 

Z — s— — a?) — gr(Y— 
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jointe a celle qu’on obtient en la differentiant 

— dz p dx q dy (Ji — x) dp — {Y — y) dq = o, 

et qui se reduit visiblement a 

{X—x){rdx-^sdy)-\-(Y —y)(s dx -h t dy) — o. 

Dans celte derni^re equation, dx et dy sont proportionnelles a 
deux des coefficients directeurs de la tangenle a la courbc (C). 

Supposons maintenant que la surface passe a I’origine des 
coordonn^es, ainsi que la courbe (C), et qu’on ait pris pour plan 
des xy\^ plan tangent a la surface en M. Pour ce point 
x^y^ z etant nuls, les equations de la caraclerislique du plan 
tangent deviennent 

Z = o, X(7’ dx -f* s dy) -4- Y (s dx h- t dy) = o. 

Le coefficient angulaire m’ de cette caractdristiquc a done pour 
valeur 

, r dx s dy 

= 7 T-f^- 

s dx'-ht dy 

Celui de la tangente a I’origine a la courbe (C) etant m — dy\dx^ 
on Yoit qu’on a 

, r -h ms 

7)l! z=z • 

6' -h mt 

ceci n’est autre chose que la relation connuc 
tmm' 5(7?n- m') -h r = o, 

qui lie les coefficients angulaires m et de deux diaincLrcs con- 
jugues de I’indicatrice 

rx--^ i^sxy ^jK-==i:r. 

Le theor^me est done demontre. Si J’on observe que les plans tan- 
gents znen^s le long de (C) envelojipent unc surface dcvcloppablc^ 
qui est circonscrite a la proposee, on a ce second enonce : 

XJne de^eloppahle etant circonscrite d une surface, la Lan- 
gente en un point quelconque de la courbe de contact et la ge- 
neratrice de la de^eloppable qui passe en ce point sont deux 
tangentes cojijuguees. 
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2. De la resulte une propri^te caracteristique des r^seaux con 
jugu^s, qne voici : 

Thi^oreme. — Pour qiie deux families de coiu'hes, trade 
sur une surface, forment un reseau conjugue, il faut et i 
sujffit que les tangentes, menees a toates les courbes dhine fa 
inille en leurs points dHnter section acec une courbe quel 
conque de V autre famille, engendrent une developpable. 

En efFet, les plans tangents, menes a la surface le long de celt 
derniere courbe (C), enveloppent une developpable dont la ge 
n^ratrice en chaque point est, d’apr^s ce qui precede, conjugue 
de la tangente a (G) en ce point : elle coincide done avec la tan 
gente a la courbe (01) de Tautre famille qui passe en ce point 
Done le lieu de ces tangentes est une developpable. Reciproque 
ment, supposons que la tangente, inenee aux courbes (C^) d’un 
famille en leurs points d’intersection avec I’line quelconque (C 
des courbes de I’auLre famille, engendre une developpable; ell 
est la caracteristique du plan tangent a cette developpable, ne 
cessairement circonscrite a la surface le long de (C) et, par suite 
elle est aussi la caracteristique du plan tangent a la surface 
mene le long de (C). En vertu du theoreme fondamenlal, ell 
est conjuguee de la tangente a une courbe (C'), ce qui prouv 
que le reseau considere est conjugue. 

3. Une application immediate du theoreme pr6c^dent perme 
de determiner geometriquement, sur une surface quelconque 
une infinite de reseaux conj agues. Considerons, en efFet, urn 
droite quelconque (D), et coupons la surface par tons les plan 
qui contiennent cette droite; a ces sections planes, associons le; 
courbes de contact des cones circonscrits a la surface et ayan 
leurs sommets sur la droite (D). Les tangentes, menees aux di 
verses sections planes en leurs points d’intersection avec la courb< 
de contact d’un des cones circonscrits, forment une developpable 
qui est ce cone lui-m^me. Done les sections faites dans um 
surface quelconque par les plans qui contiennent une droiu 
fixe et les courbes de contact des ednes circonscrits qui on 
leurs sommets sur cette droite forment un reseau conjugue 
Cette remarque, qui generalise la propri^t^ des meridiens et de; 
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parallMes de former sur toute surface de revolution un reseau 
conjug’u^, est due a M. Koenigs. 

On pent la tlrer directement du th^orcme de Dupln. En effet, 
tout point M de la surface {/ig- lo) determine avec la drolte (D) 
un plan qul coupe la surface sulvant unc courbe (P)^ la tongente 
en M a cette coui'be rencontre (D) en un point O; cc point O est 
le sommet d’un c6ne clrconscrit dont la courbe de contact (C) 
passe cn M. On volt ainsi que, par tout point M de la surface. 


Fig. lo. 



passe une courbe de chacune des families consld6recs. Dc plus, 
le plan tangent, mene a la surface le long dc (C), coincidant avec 
le plan tangent au cone, a pour caractdristique la gen^ratrice MO, 
qul est tangente a la section (P). Or, la droite conjuguce de cettc 
caract^ristlque est la tangente MT a la courbe (G). II suit de la 
que le reseau form6 par les courbes (P) ct Ics courbcs (C) est 
un reseau conjugue. 


II.— Lignes asymptotiques ; g6n6ralit6s. 

4. On appelle ligne asymptotique d’une surface une courbe 
lrac6e sur cette surface et tangente, en chacun de ses points, a 
Tune des asymptotes de I’indicatrice. II ne pent exister de lignes 
asymptotiques que dans les regions oil la surface est a courbures 
opposees. 

D’apr^s cette definition, la section normale, faiie dans une 
surface par un plan qui contient la tangente a une asympto- 
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tique en un point, presente en ce point un rayon de courhure 
Infini, R^ciproquement, si une section normale presente, en nn 
point, un rayon de courbure infini, elle est tangente a Pune des 
asymptotes de Pindicatrice en ce point. Or, la formnle (12) du 
Ghapitre precedent, qui fait connaitre le rayon de courbure R 
d’une section normale, pent s’ecrire 

v/i -H ___ r dx^ H- 25 dx dy -h t dy"^ 

R "" d(j^ 

Si done il existe des lignes asymptotiques, on aura en chacun de 
leurs points R = co et, par suite, 

(i) r dx^ 'IS dx dy t dy^ = 0 

ou, ce qui revient au meme, 

fi') dp dx dq dy o» 

Telle sera, sous deux formes equivalentes, P^quation diffei'en- 
lielle des lignes asymptotiques. De la premiere on tire, dans Phy- 
pothese rt — 5 -<; o, qui correspond aux courbures opposees, 

^ r)> ^ = 

les fonctions cp^ et <^2 sont continues aux environs de tout point 
simple. Done, par tout point simple dhine region oil la surface 
est d courbures opposees passent deux lignes asymptotiques. 

S. Voici line propriete caract^ris tique des lignes asymptotiques, 
qui permet d’^tendre au cas des coordonn^es obliques Pequation 
diflerentielle de ces courbes, obtenue en supposant les axes rec- 
tangulaires : En tout point dhine ligne asymptotique, le plan 
osculateur d la courhe est tangent d La surface, Reciproque- 
ment, toute courhe dont le plan osculateur reste tangent d une 
surface est ligne asymptotique de cette surface, Gonsiderons, 
en efifet, le plan tangent aux divers points {oc^y, z) d’une courbe. 
Son equation etant 


Z^z=:pilL^x)^q{Y^y), 
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pour exprimer qu’il est osculateur (Ch, VI, n° 6) a la courbe lieu 
du point (^,^5 5), on a les deux conditions 

d:iT=z p dx q dy^ d^z — p d^x -4- q d^y. 

La premiere estv^rifiee d’elle-meme, puisqixe la courbe est Lracee 
sur la surface; mais, en la differentiant et tenant compte de la 
seconde, on retrouve I’equation differentielle des asyinplotiques 

(i') dp dx dq dy ^ o, 

ce qui demontre a la fois la proposition et la reciproquc. II n’j a 
qu’une exception possible, celle des courbes dont le plan oscula- 
teur est indetermine ; mais ces courbes sont des droites, ct il est 
evident que toute droite, dont les points sont des points simples 
dhine surface, est une ligne asymptotique de cette surface, 
parce que, la section normale qui contient cette droite ajant par- 
tout son rayon de courbure infini, la droite se confond avec I’une 
des asymptotes de I’indicatrice en cbacun de ses points. 

6. A raison de la propriete que nous venons de reconnaiLrc 
comme caract^risant les Hgnes asymptotiques, on dit que la de- 
finition des asymptotiques est projectwe. On entend par la que, 
si Von effectae sur une surface une transformation liomogra- 
phique quelconque, les courbes transformees deses asymptoti- 
ques sont les asymptotiques de sa transformee, II est clair en 
effet que, dans cette ti'ansformation, un plan osculateur, qui est 
la limite d’un plan passant par trois points infiniment voisins sur 
une courbe, se transforme dans le plan osculateur de la courbe 
correspondante, et qu’un plan tangent devienl le plan tangent do 
la surface transformee. Comme cas particulier de cette proposi- 
tion capitale, considdrons deux surfaces qui aient la memc equa- 
tion, Tune etant rapport^e a des axes rectangulaires, I’autrc a des 
axes obliques. Comme chacune d’elles est une transformee bomo- 
graphique de Fautre, leurs lignes asymptotiques ont m^mc equa- 
tion dififereniielle puisqu’elles se correspondent et V equation 

(F) dp dx dq dy o 

est valahle en coordonnees obliques comme en coordonnees 
rectangulaires. 



III. — Lignes asymptotiques de certaines surfaces. 


7. Avant de Tappliquer a des exemples, nous chercherons di- 
rectement les asymptotiques de quelques surfaces. Toute surf ace 
reglee a une faniille asymptotiques composee de ses genera- 
trices; cela resulte de ce que toute droite tracee sur une sur- 
face est une asymptotiqiie (nous etudierons an Chapitre X Fautre 
famille d’asymptotiques des surfaces reglees). Les surfaces du 
second degre ont leurs deux families d’ asymptotiques compo- 
sees de leurs deux systemes de generatrices rectilignes. Sur les 
surfaces developpables, les deux directions asymptotiques sont 
partout confondues ; il en resulte que les surf aces deoeloppahles 
ne presentent qu^une seule famille de lignes asymptotiques, 
formee de leurs generatrices. Dans le plan, les asymptotiques 
sont absolument indeterminees, les plans osculateurs de toute 
courbe plane 6tant confondus avec le plan m^me de la courbe. 
On demontre les reciproques des deux derniers enonces en expri- 
mant que I’equation 

( i) r dx^ -k- dx dy t dy^ = o 

a ses racines egales ou indeterminees. 

Considerons maintenant V helicoide minimum, surface engen- 
dr^e par les normales principales d’unehelice circulaire (H). Ges 
droites, qui forment une premiere famille d’asymptotiques, sont 
toutes perpendiculaires aux generatrices du cylindre qui porte 
I’helice (H). Je dis que tout cylindre de resolution ayant meme 
axe que he lice coupe la surface suisant une courbe qui est 
une de ses lignes asymptotiques. En effet, cette courbe est une 
helice, la distance de chacun de ses points a une section droite du 
cylindre qui la porte etant proportionnelle a Parc de cette section 
droite; elle admet done pour normales principales les normales 
principales de Fhelice (H). Par suite, en chacun de ses points 
son plan osculateur est determine par sa tangente et par la g^n^- 
ratrice rectiligne de la surface, de sorte qu’il se confond a'vec le 
plan tangent; ce qui prouve que la seconde famille d^ asympto- 
tiques de V helicoide minimum est formee de toutes les he- 
lices decoupees sur la surface par les cylindres de resolution 
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paralleles a son axe, Ajoutons qnecet helicoi'de esl ime surface 
minima (Cli. VII, n° 8); car, ses asymptotiques dtant partouL or- 
thogonales, Pindicatrice est une hyperbole equilat^re. 


8. L’helicoi'de minimum est une surface rt^glee a plan direcieur. 
Nous allons determiner par le calcul les ligncs asymptotiques dc 
toutes les surfaces de cette nature. Si Pon prcnd pour plan dcsy;; 
le plan directeur, P^quation 

repr^sentera toutes les surfaces en question. On on dcduit aise- 
mentles deriv^es secondes de -s, et Pequation gen(5rale (i) dcvient 


t};") dx dy 

les accents designant des d^riv^es prises par rapport a x, Cette 
equation admet d’abord la solution dx = o, qui correspond aux 
generatrices rectilignes. L’autre famillc d’asymptotiques esl rc- 
presentee en projection sur le plan des xy par une equation 
lineaire, qu’on int^gre immediatement en divisant tons scs lermes 
par y/cp'. On a ainsi successivement 


ay/? 

2 d(^y\/o') -H dx = o, 

y/cp' 

dx = const. 

vY 


Le probleme depend done, quelle que soil la surface, d’une 
seule quadrature. Dans le cas particulier des conotdes, on peut 
prendre pour axe des x la directrice rectiligne. Alors la fonclion tj/ 
se reduit a zero, et I’on obtient les asymptotiques, sans aucune 
quadrature, par Pequation 


j/2 = const. 

Si Pon particularise encore de maniere a obtenir Phelicoiide mi- 
nimum, ce qui se fera en prenant (^) = tang - ? on retrouvera 
le resultat obtenu au paragraphe pr^c^dent. 
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IV, — Lignes de courbure; g6ii6ralit^s. 

9. Une ligne tracee sur ime surface est dite ligne de courbure 
si les normales menees a la surface en tous les points de cette 
ligne ferment une surface d^veloppable. 

D’apr^s cette definition, toute courbe tracee sur un plan est 
ligne de courbure du plan, les normales formant un cylindre; 
toute courbe tracee sur une sphere est ligne de courbure de la 
sphere, les normales concourant toutes au centre de la sphere. 

Consid^rons maintenant un point simple M(^, 5 ) d’une sur- 

face rapporlee a des axes rectangulaires. La normale en ce point a 
pour Equations 

( 2 ) X = — p Z -4- X — H Y == — ^ Z y ■+* ^ - 5 . 

La condition n^cessaire et suffisante pour que cette droite en- 
gendre une developpable (Ch. Ill, n^ 12) est 

djx-^pz) ^ d(y-^cfz) 
dp dq 

ou plus simplement 

^ ^ ^ dx p dz _ dy -h q dz 

dp dij 

Les courbes cherchees appartenant a la surface, on a 

dz — p dx q dy^ dp ^ r dx s dy, dq :=:^ s dx t dy. 

II vient done 

/ \ ( I 4- ) <^37 4- pq dy ___ pq dx q^) dy 

dx -hs dy s dx 4- 1 dy 

Telle est I’equation differentielle, du premier ordre et du se- 
cond degre, dont depend le probleme. Si Ton y I’emplace dec ct dy 
par a et p, on retrouve F^quation 

(14- p-)oL 4 -jP^P _ jP^g 4 - (i 4 - q^)^ 

/•a 4 - 5 p sg 4 -?p ’ 

qui determine les cosinus des directions principals au point M. 
Done, Fequalion (4) a toujours ses racines reelles et distinctes et 
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parfaitement 
on en tire 


dcterniinees en tout 


dx 




point qul n’est pas un ombilic; 


Les fonctions fx et /a sont continues clans le voisinagc du 
point (x^y) \ de la resuUe Tcxistence dc deux fonctions y satisfai- 
sant a ces equations diiTerentielles et^ pai' suite, de deux coiirbcs 
qui sont les projections sur le plan dcs lignes dc courburc 

cherchees. Done, par tout point simple, autre qid iin ombilic, 
passent deux lignes de courhure; elles sont tangentes aiix 
deux directions principales de la surface. Cette dernicrc pro- 
pria te resulte de la substitution deja faitc de a el [3 a dx ot dy 
dans Pequation (4). A raison de cette propriete, les lignes de cour- 
bure forment le seul reseau conjugue et orthogonal (n“ 1) qui 
existe sur une surface autre qu’un plan ou unc sphere. Cclte ro- 
marejue importante nous servira plus lai'd. 


10. Le pointi ou la normalc(i>.) touche son enveloppe a, comrne 
on I’a VLi (Ch. Ill, 12), pour coordoninSe Z la valeur commune 
des rapports 

dp dq 

On deduil de la 


rj _ dx p dz _ dy -\r q dz 

df> ■” 

ou encore 


;• a -h 5 p 


pcj^ oc ■+• ( I H- <7 " ) p 
5a H- ^ p 


La valeur de ces rapports ayant et6 trouv<^e (Ch. VII, n" 8) 6gale 
a rinverse de ra^-}- -|- ^(3-, le Z du point I est le mcme, cu 

verlu d’une formnle ^tablie antericurement (Ch. VII, n‘' 6, Item.), 
que celui du point N, centre de courbure de la section princi- 
pale qui correspond a la direction principale (a, p, y) J done 
ce point coincide avec le point N. Ainsi, quand le point d inci- 
dence d^une normale tend vei's un point M suwant une ligne 
de coiu'bure, le point oil cette droite touche constamment son 
enceloppe tend vers le centre de courbure de la sectioji j)rin- 
cipale, tangents enM. it la ligne de courhure consideree. 
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V. — Lignes de coiirbure de certaines surfaces. 

11. Void quelques exemples de determination de lignes de 
coiirbure. Pour certaines surfaces on apercoit immddiatement 
deux systdnes de lignes de courbure et, comme il n’en existe que 
deux, le probleme est resolu. Pour d’autres surfaces on connait 
un premier systeme de lignes de courbui’e; le second esl alors 
forme des traj ectoires orthogonales du premier, c’est-a-dire des 
courbes de la surface qui coupent a angle droit toutes les lignes 
de ce systeme. 

Considdons d’abord les surfaces de revolution. Les normales 
aux divers points d’un parallde forment iin c6ne de revolution; 
les normales aux divers points d’un meridien sont dans le plan 
meridien. Done, toute surface de resolution a pour lignes de 
courbure ses par alleles et ses meridiens. 

Pour les surfaces developpables, les generatrices forment un 
premier systeme de lignes de courbure, puisque les normales sont 
perpendiculaires au plan tangent, qui est le m^me tout le long 
d’une generatrice, et forment par suite unplan. Le second systeme 
de lignes de courbure se compose des traj ectoires orthogonales 
des generatrices, c’est-a-dire des developpantes de I’arete de re- 
broussement. On sait que ces courbes sont determinees au moyen 
d’une quadrature (Ch. V, n® 7). 

On appelle surface canal I’enveloppe d’une sphere de rayon 
constant dont le centre decritune courbe gauche (dir'ec trice). La 
carac Leris tique d’une telle sphere estle grand cercle mene pei'pen- 
diculairement a la directrice. Or tout le long de ce grand cercle 
la sphere etla surface enveloppe sont tangentes et leurs normales 
sont dans le plan du grand cercle. Ainsi, les sections dhme sur- 
face canal par les plans normaux de sa directrice sont des 
lignes de courbure. Pour d^finir le second systeme, remarquons 
que toute normale aune surface canal est normale a la directrice. II 
suit de la qo.hc7ie surface canal est coupee suivant des lignes 
de courbure par toutes les deseloppables qui ont pour aretes 
de rebroussement les deseloppees de sa directrice. On sait que 
ces developp^es dependent d’une quadrature. Quant aux centres 
de courbure principaux, I’un coincide avec le centre de la sphere 
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enveloppee, I’autre est snr la droite polaire de la directrice. 
Done le lieu des centres de courhure principaux dhine surface 
canal se compose de la courbe directrice et de sa surface po- 
laire, G’est la im cas exceptionnel; car, en general, Ic lieu dcs 
centres de coui*bure principaux d’une surface sc compose de deux 
surfaces ou de deux nappes d’une meme surface {surface des 
centres de court uj'e), 

12 . Determinons niaintenant les lignes de courburc de quclques 
surfaces d’apres leur equation differeiiticlle. Soil en premier lieu 
le paraboloide hypcrboliquc equilaterc. On a pour cette surface 

az — xy, ap=^y^ aq = x, adp^dy^ adq ^ dx, 

L’^quation dilferentielle des lignes de coui'bure 

{dx p dz) dq — (dy -h q dz) dp 

devient, dans le cas present, 

(a2-hy2) dx^ = (^2-4- dy^. 

Elle se decompose en les deux suivantes 

dx dy dx dy 

' f H pr -r— rr = O, 

qui ont respectivement pour inlegrales 

X sj y^ Or' y s/ x^^ a- const., x\/y^-\- a~ — const. 

Telles sont les deux families de cylindres qui decoupenl sur le pa- 
raboloi’de les deux sysU^mes de lignes de coiu'burc. On pent trans- 
former ce resultat. En remplagant sous les radicaux y par a:s : x 
et X par az on obtient les deux equations 

s/x^-\- z'^ di v/y2 -(- 52 = const., 

qui representent visiblement toutes les surfaces telles que la 
somme ou la difference des distances de leurs points aux axes 
des X et des y soit cons tan te. Done, les lignes de courhure du 
paraboloide equilat^re sont sur les surfaces lieux des points 
dont les distances aux deux generatrices issues du sommetde 
ce paraboloide ont une somme ou une difference constante. 
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Passons aux quadriques a centre et considerons, par example, 
I’ellipsoide 



De cette equation on tire 

p __ q _ c- r ^ — s ^ t ^ 

X ^ y ~~ y^ — b'^ ~~ xy ~~ aP — ~~ a'^b'^z^ 

Substituant ces expressions dans Pequalion generale des lignes de 
courbure 


[pqr dx’^ 

[(t-H q^)r — p'^)t'\dx dy ’+-{{ 1 -^ q'^)s — pqt] dy-= o 

et remplacant ^ par sa valeur en x et y^ on trouve, tons calculs 
faits, 

b^^xy dx - — {b^^x ^ — a'^ccy^-^- a^b^-() dx dy — a^axy dy^= o, 

en posant, pour abr^ger, 

a = £>2_c2, P = c2 — y = a^—b^-. 

Pour integrer T^quation prec6dente, remarquons que, si uo 
point appartient a la projection d’une ligne de courbure, il 

en sera de m^me du point symetrique par rapport a Porigine. Ceci 
conduit a prendre pour nouvelles variables et y-^'/\. I 

vient ainsi 


62p7j d ^^ — (b - — a^aT) 4- a^b-y) d% d-f\ — dr{^ = 0 . 


C’est une equation od les variables n’entrent plus qu’au premiei 
degi’e. Resolvant par rapport a t] et appelant 7)'la d^rivee de v] pai 
rapport a nous trouvons 








Equation de Glairaut dont on obtient Fintegrale en remplagant 1; 
ddrivee vj' par une constante arbitraire. On a done 


y^=i Ga?2- 


Ca^b^-y 
Ga^a 4 - 62 


R. 
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d’ou ce theoreme, dii a Monge : Les lignes de couvhure d^une 
quadrique d centre se projettent sur Vun de ses plans de sy- 
metric suwant deux families de coiiiques. II suit de la que ces 
Ugnes sont des intersections de quadriques, resaltat qai sera re- 
tro live et complete au Chapilre suivant. 


VI. — Theoreme de Joachimstlial ; surfaces de Monge. 

13. Thi^oreme de Joachimsthal. — Si deux su if aces ont une 
ligiie de courhure commune, elles se coupent sous le meme 
angle en tons les points de ceite courbe. 

R(§ciproqiiement, si deux surf aces se coupent sous un angle 
constant tout le long dhuie courbe et si cette courbe ost ligne 
de courhure pour V une des surfaces, elle Vest aussi pour 
V autre, 

Soient (S) et (S^) les deux surfaces, (G) la ligne dc courburc 
supposde commune a (S) et a (S'). Les normalcs MN mendcs a la 
surface (S)Ie Jongcle la ligne de courhure (C) formcnl nnc deve- 
loppable; pareillement les normales MN' mcnecs a la surface (S') 
le long de (C) forment une devcloppable. Les lines et les aulres 
sont normales a la courbe (G). Or on a vu dans la llieone des 
developpees (Ch. V, n^^ 10) que, quand deux families de nor- 
males a une meme courbe (G) forment des ddvcloppablcs, les 
deux normales de chaque famille qui ont meme point (rincidcnce 
font un angle constant tout Ic long de (G). Ainsi Tangle des nor- 
males aux deux surfaces est le meme en tons les poinls dc Icur 
ligne de courhure commune. 

Supposons maintenant que les normales aux deux surfaces (S) 
et (S') fassent le meme angle 0 tout le long d’unc courbe 
commune (G), supposee ligne de courhure pour (S). Les nor- 
males MN mcnees a la surface (S) le long dc (G) forment une dc- 
veloppable; faisons tourner chacune d’elles d’un angle 0 autour 
de la langente en son point d’incidence M avec la courbe (G), dc 
maniere qu’elle vienne coincider avec la normale a la surface (S'). 
On sait que dans ces nouvelles positions elles formeront encore 
une developpable. Par suite, la ligne (C) est ligne de oourburc 
pour (S') comme pour (S). 
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14. Le theor^me de Joachimstlial joue un grand r61e dans la 
theorie des lignes de courbure, a raison de ce que toute ligne 
plane esL Hgne de courbure du plan et toute ligne spherique ligne 
de courbure de la sphere. On voit, en elFet, que, si un plan ou 
line sphere coupe une surface suivant une de ses lignes de cour~ 
biire^ les deux surfaces font un angle constant tout le long de 
cette ligne. R^ciproquemenl, si un plan ou une sphere coupe 
une surface sous un angle constant tout le loixg d^une courhe.^ 
cette courbe est une ligne de courbure pour la surface. 

De la resulte un moyen pour determiner des surfaces admet- 
tant une faniille de lignes de courbure planes. En efTet, d’apres 
ce qui precede, pour qidune serie de sections planes soient 
lignes de courbure d’une surface, il faut et il suffit que la 
normale d la surface et la normale au plan de chaque section 
f assent un angle constant tout le long de cette section. En 
gdnex'al, cet angle varle d’line section plane a une autre. Nous 
aliens etudier le cas parliculier ou il est constamment droit, 
quelle que soit la ligne de courbure consideree. Proposons-nous 
la question suivante : Qitand un plan (P) se meut en restant 
normal it une courbe gauche, comment doit varier une courbe, 
tracee dans ce plan, pour que la surface qiC elle engendre et 
le plan qui la conlient se coupent it angle droit en tons les 
points de cette courbe? 

Considerons le plan (P) dans Pune de ses positions; soitM son 
point d’incidence surla courbe (C). Dansle plan (P) tracons une 
courbe (P) que nous rapporterons k la normale principale MN et 
a la binormale MB de la courbe gauche (C), prises pour axes mo- 
biles. Si s designe Parc de (C) termine en M, les coordonnees x, 
y, z de ce point ne d^pendront que de et il en sera de meme 
des cosinus a', . . . , des axes mobiles. Les coordonnees rela- 
tives il, Y\i des points de la courbe (P) d(^pendront d’un pa- 
rametre t, et aussi de 5, cette courbe pouvanl varier dans son plan 
pendant qu’il se deplace. D’api'es cela, les coordonnees absolues 
^ 1 , Z\ des points auront pour expressions 

(5) ^ JKi = -t- -t- = -3 -4- 4- 

Ces formules representent la surface (S) que les courbes (P) en- 
gendrent et dont elles forment un premier systeme de lignes de 
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courbure (s = const.). Le second est constitn^ paries trajectoires 
orthogonales des courbes (r) et nous choisirons le parametre t 
de telle sorte qu’il soit constant sur chacune de ces trajectoires. 
Soit M^T^ la tangente a ]’une des courbes du systeme £= const. 
Elle est perpendiciilaire, par definition, a la tangcnte M^S^ de 
Ja courbe (F); or le plan tangent S^M^T^ de la surface (S) est, 
par bypothese, perpendiculaire a (P) tout le long dc (F); done 
la droite T^ , perpendiculaire a Finterseclion dc ccs deux 

plans, est perpendiculaire au plan (P), ou encore a deux droites- 
MN et MB de ce plan. Pour avoir les coefficients direclcurs dc 
la tangenle Mi Ti, difFerentions les relations (5) par rapport a s, 
en tenant compte des formules fondamentales de la thcorie des^ 
courbes gaudies (Cli. V, n° 1). Nous trouvons ainsi 


dxt 

(Js 




et deux expressions analogues pour les d(5riv(5cs dc cL Zi. La 
droite MiTi etant perpendiculaire k MB et a MN, on doit avoir 


‘ ds ^ ds ^ ds 


o, 


0. 


Ces conditions reviennent aux suivantes 








De la, par le changement de variable ch — ds : T, on deduit 

-y- — =: O 


<9cp 


et, ea ^Hminant > 


do^ 




-+- 7 ]i= o. 


L’int^grale g^n^rale de cette equation lineaire est 


111 = 5 sin<p -t-Y) COSO, 



LiurMijs A&iMfiuiiyujib Jir lkjJxes de cuurbure. io^ 

? et 7] d^signant deux foiictions arbitraires du parametre t\ difFe- 
rentiee par rapport a o, elle donne 

^ COSO — Y) sincp. 

Onvoit par la que la courbe (F), lieu du point vii), se dedui 
de la courbe lieu du point (^, ti) par une simple rotation d’am- 
plitude egale a cp, eflfectuee autour de la tangente a la courbe (C) 
dans le sens de MN vers MB. Or la forme de cette courbe es 
independante de5j puisque ^ etv] n’en dependent pas; done : 

TJjie courbe (F) etant trade sur un plan (P), qui se meut ei 
restant normal a une courbe gauche {Ci)^pour que la sui^fad 
qiCelle engendre fasse un angle droit a<,^ec le plan (P) en ton 
les points de cette courbe (F), il faut et il suffit que {V) ai 
une forme invariable et que La droite qui joint un point fixi 
de (T) au point d"* incidence M du plan (P) sur la courbe (C 
engendre une surface developpable, 

Ce tbeoreme, qu’on pourrait etablir geomelriquement, fait con 
naitre une classe etendue de surfaces (S), d^j^ renconti'^es ai 
Cliapitre VI (n° 10), dont une famille de lignes de courbure es 
dvidemment composee des diverses positions de (F). Les coor 
donnees des points de ces surfaces sont reprdsent^e 

par les formules (5) quand on y suppose et 'f\i remplacees pa 
leurs expressions 

= ^(jf) cosep — 7)(^) sin^, "/ji = ^(if) sino H- 7](^) cosep. 

Or, nous avons vu que, si Fon fixe t, ce qui donne une ligne d< 
courbure du second systeme, ^etYi sont constants; ainsi chacum 
des lignes de courbure du second systeme est le lieu que decri. 
un point determine de la courbe (F), Si done on se donne L 
courbe directrice (C) et la generatrice plane (F), une fois effec* 
lude la quadrature qui fournit Fangle cp et, par suite, les coordon- 
n^es de la surface (S), on connaiLra sans aucune inte gratioi 
toutes les lignes de courbure de cette surface. 

Remarque. — Les surfaces dont nous venons de nous occupej 
ont 6le consid^rees d’abord et ^tudiees par Monge, qui les carac- 
t^risalt comme ayant toutes leurs normales tangentes d um 
meme developpable. En elfet, lanormale en un point quelconqu< 
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d’une telle surface est situce dans le plan de la ligne de conr- 
bure (r) qui passe en ce point. Or ce plan (P), etant normal a la 
courbe (C), enveloppe sa surface polaii'e, qui est unc dcveloppable. 
Done la normale consideree peut etre rcgardcc comme etant unc 
tangente a cette d(^veloppablc. 

15. Comme cas particulier des surfaces de Monge^ on ol)ticnt 
\qs> surfaces jnoulures qxiimA. la courbe (G) est plane. Dans ce 
cas, la differentielle de <p etant nullc, cct angle est constant ct 
peut 6tre suppose mil. De la cette generation des surfaces mou- 
lures : Un plan on Von a trace deux axes redan gulaires et une 
courbe (F), se meut en restant normal d une courbe plane (C) 
de telle facon que Vun des axes qiVll porte coincide constam- 
ment avec la normale principale^ V autre aeec la binormale 
de{G), La courbe (V)engendre une surface inoulure. 

Ses diverses positions forment un premier sjsteme de ligncs 
de courbure. Le second se compose des sections de la surAxce par 
les plans paralleles au plan de la courbe (C). En cflcl, si ^ = 0 
est r^quation de ce plan, Ics coordonnecs do la moulurc soul re- 
pr^sentees par les formules 

et Ton voit que les lignes de courbure qui correspondent a des 
valeurs constantes de t sont dans des plans = const. Cos for- 
mules montrent, en outre, quo les projections des ligncs dc cour- 
bure = const, sont des courbes paralleles a la courbe (C), a la 
distance qui varle de Func al’autre. Dc la unc autre genera- 
tion des surfaces mouliires : Une famille de courbes paralleles 
etant tracees dans un plan, on donne ci chacune d'elles une 
translation perpendiculaire d ce plan^ et dont la. grandeur 
varie de Vune d V autre suwant une loi donnee^ Le lieu des posi- 
tions nou^elles de ces courbes est une surface inoulure, 

Ce qui precede conduit a chercber toutes les surfaces qui ad- 
mettent pour lignes de courbure dbm systeme des courbes (F) 
situ^es dans des plans paralleles. On peut prouver geom^lriquc- 
ment que, sices plans sontliorizontaux, les ligncs dc courbure du 
second systeme sont toutes dans des plans verticaux. En effet, 
toute ligne de courbure (Ci) de ce systeme ^tant perpendiculaire 
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atoutes les coarbes (F), on obtient la tangente MT en nn point M 
de Tune d’elles en faisant tourner d’un angle droit, dans le plan 
normal a (C^), la normale MN a la surface. Or, cette normale MN 
engendre iinedeveloppable ; ilen sera done de meme(Ch.V, n°10) 
de la tangente MT menee le long de (Ci) aux diverses sections 
horizontales (F). Mais ces tangentes, etant toiites horizontales, ne 
peuvent former d’autre developpable qu’un cylindre, circonscrit a 
la surface le long de (C\). D’apr^s la reciproque du theoreme de 
Joachims thal, (€<) sera Hgne de courbure et, par suite, section 
droite du cylindre. Elle sera done situee dans un plan vertical, 
puisque le cylindre est horizontal. Pour achever la solution, re- 
marquons que les traces de ces divers plans verticaux sur le plan 
horizontal ont une cnveloppe, puisqu’elies formenl une famille ; 
par suite, elles sont toutes normales a une developpante (C) de 
cette enveloppe. Or, si I’on figure sur le plan horizontal les pro- 
jections deslignes de courbure (F), elles couperont a angle droit 
toutes les normales de cette courbe (C). Ce seront done des 
courbes paralleles a (C), el la surface, etant susceptible du mode 
de generation indique en dernier lieu, sera une surface moulure. 

16. Considerons encore les surfaces de Monge pour lesquelles 
la courbe (C) est tracee sur une sphere (S). Les lignes de coni'- 
hure dhin systeme sont sur des spheres j qui ont m^me centre O 
que (S). Soit en effet un point fixe d’une courbe (F), dont le 
plan est normal a (C) en M, et Mp. celle des normales R (C) qui 
est tangente a (S). La distance MM^ est consLante, la figure formee 
par (F) etM etant invariable. Or Tangle Mp. est constant, puis- 
que MM| engendre une developpable (n®14) et quhl en est de 
Illume de Mp.(Ch. VI, nMl, Rem.). Done la figure OMM^ est 
invariable, et le lieu de Mj, qui est une ligne de courbure (n“ 14), 
est sur une sphere ayant pour centre le point O. 
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CHAPITRE IX. 

SECTIONS PRINCIPALES, LIGNES ASYMPTOTIQITES 
ET LIGNES DE COURBURE EN GOORDONNEES CURVILIGNES. 


I. — Rayons de courbure des sections normales. 

Rayons de courbure principaux. 

1, La solution des probleines relailfs aux lignes tracces sur Ics 
sui'faces ^Lant souvent facililee par Temploi de cooi'donnccs cur- 
vilignes convenables, nous reprendrons dans cc Chapitrc Ics ques- 
tions qui font Tobjet des deux precedents, cn siipposanl qnc les 
coordonnees rectangulaires z des points d'unc surface sont 
exprimees par trois fonctions connues de deux paramelrcs 

Pour calculer le rayon de courbure R d’une section normale, 
nous partii'ons de la formule 

dy'^ clz'^ 

a d'^ w b d-y -h c d'- z ^ 

etablie precedemmenl (Cliap. VII, n” 1). Le numerateur dc R cst 
I’element lineaire (ou premiere forme fondamentale) 

ds- = E du- du dv -h G d^-^ 

que nous avons calcule au Cbapitre II (n'’ 13). Rappelons que nous 
avons pose en cet endroit 

I ^ y\^ y'^’^ 

( G = -¥-y 7 


<2) 
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el obtenn, pour les cosinus de la direction positive de la normale, 
les valeurs suivantes : 


<3) a = 


b = 


H 


H ’ 


OLi H represente la racine carr^e aritbmetique de EG — F-. 

Nous pouvons raaintenant former le d^nominateur de R. A cel 
effet, differentions les identites telles que dx = 
nous trouverons 


d'^cc = CP u ZA -H p H- a du’^ -h 2 x”a^, du d\> -h rr" 2 d^^ 

etdeux expressions analogues pour et d-z, En tenant compte 
des deux identites 


a -f- = o, ax '^, -H by'^ 4- csj, = o, 


on voit que i’expression differentielle proposee devient 

. 79 j 70 ^ dii^ -t- 2 D' du dv 4- 

(4) ad^x-^bd^y 4 - cd^z = g ? 

si Ton pose, pour abreger, 


<5) 


I D = H (a x'u^-h by\^ 4 - cxs'^u), 
D'= H(a<j,4- 
D"= H(azr "2 4 - byV 4- c^O- 


Le resultat de ces transformations est la formule cherchee 


R E du^ 4- 2 F du c/p 4- G d^^ 

H “■ T>du^-\-i D' du r/p 4 - D" z/p^ ‘ 


Eu dgai'd aux valeurs trouv^es pour a, b, c, les lettres D, D', D'' 
repri^sentent les ddveloppemenls des trois determinants ci-dessous : 





x\ 


-7*" 

^ iiv 


a?[, 


x'^a 



D = 

yii^ 

fu 


, D' = 

yicv 

y'u 


, 0" = 

7> 

y'u 

4 



Ai, 




z' 



4- 




On voit que le denominaleur de R est une forme quadratique 
par rapport aux differentielles du^ dv (^seconde forme fonda-’ 
mentale). Ses coefficients dependent des derivdes secondes de 
Zj tandis que ceux de Pelement lineaire ne contiennent que les 
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derivees premieres. Dans les conditions on nous nous plagons, 
Telement lineaire est toujoui's positif^ le ddnominatenr de R est 
line soinme de carres dans les regions ou la surface est convcxe 
(puisqu’il doit conserver le meme signe, qiielque valeur qu’on 
attribue au rapport du \ d^') \ une difference dc carrds dans les re- 
gions ou la surface est k coiu'bures opposees; un carre parfaitaux 
points paraboliques. Ges points correspondent done aux solutions 
de Tequation D'- = o, et forinent en general des lignes sur 

la surface. 

2. Cherchons maintenant les rayons dc courbure principaiix. 
D’apres la formule 

R _ E du- H- 2 F du dv -H G d^>- 
H ~ D did-^ Q.D'du dp -h > 

ou li et p recoivent des valeiu's fixes, R varie avee Ic rappori 
du\d^, II n’y a d’ exception que si la fraction (6) est indepen- 
dante de du et de rfp, e’est-a-dire pour les points oil I’on a 

E _ F _ G 
D ~ D' ~ D" ■ 

Ces points, ou toutes les sections normalcs ont meme courbure, 
sont les ombilics, Leurs cooi’donnees curvilignes etant les solu- 
tions de ces deiix equations, les ombilics sont gdneralcmcnt en 
nombre liinite. En tout point autre qu’un ombilic, a une valeur 
donnde de R correspondent, pour Ic I'apport du\d^^ deux valcurs 
en general differentes. Mais, quand R est maximum ou minimum, 
ces deux valeurs deviennent egales, d’apres une pi'opi'ietc elcmcn- 
taire des fractions rationnelles du second degre. Si done nous ex- 
primons que I’equation 

(6/ (DR — EE)du ^- -H 2(D'R — FH) du di^ -h (D"R — Gll)di>^- ^ o 

a pour premier membre un carr^ parfait, nous aurons V equation 
aux rayons de courhure principaiix 

(7) (D'R~-FH) 2 --(DR — EH)(D"R;-.GH) = o, 

qui, developpee, s’ecrit 

(7/ (DD"— D' 3 ) R 2 .- ( GD — 2 FD'-h ED") HR -h ID = 0. 
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Elle a ses racines reclles; car la substitution R = o donne au pre- 
mier membre du trinome (7) le signe moinSj tandis que les sub- 
stitutions 


R=: 


EH 


R = 


GH 

D" 


lul donnent le signe plus, Ses racines etant R^ et R2, on a, pour 
la courbure to tale et pour la courbure moyenne, 

I DD"— D'2 I , I _ GD — aFD'-^ED" 

R1R2 ~ ’ Ri Rj “ H 3 

en vertu des definitions donn^es anterieui’ement (Ch. VII, n^ 8). 


II. — Equations diff6rentielles des lignes de courbure 
et des lignes asymptotiques. 


3 . En vue de troiiver les directions principalcs, c’est-a-dire les 
valeurs du rapport du : qui rendent la fraction (6) maxima ou 

minima, rempla^ons ce rapport par X et introduisons une variable 
d’homogeneite [a. Nous aurons 

R_ EX2+ aFX[jLH- G[ jl2 P(X,|a) 

Les valeurs clierchees de X sont les racines de Fequation 


. (8) QPi-PQ5, = o, 

qu’on obtient en dilFerentiant par rapport a X I’expression de R. 
Mais, comme R est une fonction liomogene et du degre z^ro en X 
et [A, on a identiquement, d’apr^s un theoreme bien connu, 

XRx- 4 - = 0. 

Or, R'x etant nul, on aura aussi Rjx= o, ou bien 
(9) QP;t-PQ[.= o. 


Des relations (8) et (9) on tii'e 


(lO) 


Q Qx “ Q'/ 


En egalant les deux derniers rapports, on a, sous une forme facile 
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a retenir, I’equation qui determine les directions principales, 

. ^ du-\-¥ dv _ ¥ diL H- G 

Ttdu + D'dv ~ D'du->rn"dv' 

Si Foil chasse les d^noininaleurs, cetle Equation devicnt 

(ny (FD‘'~- GDO (GD - ED'O du d^ -4- (ED^— FD) du^ = o. 

G’est aussi V equation differ entielle des lignes de courhure, 
quand on y considere u et 9 comme variables. On a vix, en effcL, 
que les lignes de courbure sonL tangenles en chacun de leiirs 
points a I’nne des directions principalcs de la surface. Le rapport 
du\d^ ^ done pour ces lignes la inline valeur que pour les direc- 
tions principales. Remarquons que I’^quation (11), ne d( 5 tcrmi- 
nant plus le rapport du : do quand le point 0) csL tin ombilic, 
n’apprend rien sur les lignes de courbure en iin icl point. 

D’apr^s les relations (10), la valeur commune des rapports (n) 
n’est autre chose que R:H. En ecrivant celte double egalite, ce 
qui donne 

(DR -~EH)^^w-^(D'R-FII)c^P = o, 

(D'R - FH) dp H- (D"R- GH) dp == 0, 

et eliminant duZ do enlre ces deux relations, on retroixvei'ait I’e- 
quation aux rayons de courbure principaux (7). 


4 . Si, au lieu de chercher les maxima et minima dc R, on vent 
determiner les directions asymptotiques dela surface, e’est-a-dire 
les valeurs de du Z do pour lesquelles le rayon de courbure dc la 
section normale est infini, il n’y a qu’a annuler le denominateur 
de la formule (6); on trouve ainsi 

(12) Ddu^-hQ.D'dudp-hD''dp^:= o. 

Cette equation, quand on y considere u et 0 comme variables, cst 
V equation differ entielle des lignes asymptotiques, puisque ces 
lignes sont, par definition, tangenles en chacun de leurs points a 
I’une des asymptotes de I’indicatrice. 

On pent arriver a celte equation, sans supposer les coordon- 
n^es rectangulaires, en 6tablissant entre u et 0 une relation telle 
que le plan osculateur en chaque point de la courbe ainsi obtenue 
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soil tangent en ce point a la surface (Ch. VIII, n° S). Le plan tan- 
gent en un point z) de la surface a pour Equation 

A(X — a;)-i-B(Y— j/)H-C(Z — = o, 

les coefficients A, B, C ■verifiant les conditions 

) A H- Bj/J, -h G = o. 

Pourque ceplan soit osculateur a la courbe lieu du point z) 
il faut el il suffit (Ch. VI, n® 6) que A, B, C satisfassent aux deux 
relations 

kdx -{-Cidz = 0 , 

kd^x -H ^d^y-\- Cd^z = o. 

La premiere est verifiee en vertu des conditions (i 3). La seconde, 

'Z k{x'u,d^ u x'^, ^^2 p 4- a du^ -1- 2 dll dv -i- x'l^ dv - ) = o, 
se reduitj en vertu des conditions (i3), a 
(i4) Zk{x’l^i du-~\- %x'li^dii d^ “h x'lidv^) = o. 

filiminons A, B et C entre les equations (i3) et (i4)- U vient 

x'l^i du^ -+■ 2 dll dv 4 - 

yl'^ dii^ 4- 2jkL du dv 4- yl^ dv^ y'^ X = 0 , 
z[[2 du^-\- 9 . Zuv du d^ 4- d{?^ z'f, 

ce qul n’est autre chose que 

D du^ 4- 2 4- D" di^^ = 0, 

a raison de la signification attribuee precedemment (n° 1) aux 
lettres D, D', 

III, — liignes de courbure et asymptotiques de certaines surfaces, 

§. Helicoides, — On appelle/ie7/co?c^e toute surface engendree 
par une courbe de forme invariable qui tourne autour d’une droite 
fixe, en m^me temps qu’elle se ddplace parallMement k cet axe de 
longueurs proportionnelles aux angles dont elle tourne. 

11 est visible que si cette translation est nulle, I’helicoide d^ge- 
nere en une surface de revolution. 
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Tous les points de la coiirbe generalrice decrivanl des helices 
circiilaires dont I’axe commun est celui de la surface et dont le 
pas est le meme, on pent considerer im helicoi'de comnie engen- 
drdpar la courbe (appelee projil) suivant laqiiellc il est coupe par 
un plan contenant son axe. Prenons pour axe de riielicoide Taxe 
des Soit^ = cp(w) Tequation du proQl dans son plan, ddsi- 
gnant la distance d’un point a I’axe; soit ^ Tangle que fait le plan 
du profil avec celui des zx. Soit enfin h la translation du profil 
pour une rotation dgale a I’unite d’anglc. Lcs coordonnees des 
points de la surface scront rcpr<5sentees par lcs formulcs 

(i5) x — ucQSV, y — usinv^ z {u) ~\- hv ^ 

d’ou Ton dediiit, par des calculs simples, 


E = H-cp'2^ F = /icp', G = 


et ^tant les d^rivees premiere el sccondc dc ^p(w). 11 fauL rc- 
marquer que les six fonctions ci-dcssus ne dependent que dc u. II 
cn est done de m4me des coefficients de Tdquation aux rajons de 
courbure principaux; par suite ccs rayons soul des fonctions dc 
la scale variable u, Ainsi, les helicoides appavtienneat a La 
classe des surfaces dont les rayons de courbure principaux 
sont fonctions V un de V autre, 

En vertu de la meine remarque, les coefficients des equations 
differentielles des asymptotiqiics et des Hgnes dc courbiu'c seront 
des fonctions de u senlement. Ghacune dc ccs equations donnera 
done pour d^ : du deux fonctions de u. En consequence, les 
lignes asymptotiques et les lignes de courbure des helicoides 
sont determinees par des quadratures. 

Dans le cas particulier des surfaces dc I'cvolution, h <!;tant mil, 
F et D' sont mils. L’equation des lignes de courbure se reduit a 
dud{> = o. Elle donne const, et const., c’est-a-dlre lcs 
parall^les et les m^ridiens, ri^sultat deja trouvd (Gh. VllI, n“H). 
Quant aux asymptotiques, leurs equations sont rcspcctivement 


const. 


p — r [/ — = const., VH- r t / — 
jy uo’{u) jy wcp'(M) 

On voit que leur determination n’exigc qu’une quadrature. 
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6. Surfaces spirales. — Considerons une surface de revolution 

irj=wcosPj yi=us>mv, Zi—<d{u). 

A chaque nieridien p = const, substituons son homothetique par 
rapport a un point fixe de Faxe, pris pour origine, le rapport 
d’homothetie etant Nous obtiendrons une surface 5 /? Ses 
coordonnees auront pour exjDressions 

(16) a? == cosp, y = ue^^s\n 9 , 

On peat dire qu’une spirale est une surface engendree par une 
courbe plane qni tourne autoiir d’nne droitc de son plan, en res- 
lant lioinothctique a elle-m^me par rapport a un point fixe de 
cetle droitc, et dont les dimensions croissent en progression geo- 
rn^trique quand les angles dont tourne son plan croissent en px’o- 
gression arithmetique. Dans Fbypothese a — o, la spirale se re- 
duit a une surface de x'evoliuion. On trouve facilement dans Ic 
cas general 

E = F ^ ^g2rt('(cpcp'-4- u), G “ ^2 ) j^ 2 ]^ 

— o)j D" a-)u'f' — <3j2cp], 

cp' et ckant les ddrivees premiere et seconde de '^(u)» II suit de 
la que les coefficients des equations dilferentielles dcs asjmpto- 
tiques et des lignes de courbure deviennent, par la suppression 
d’un factcur exponentiel, des fonctions de Ja seule variable u, En 
consequence, les lignes asymptoliqaes et les lignes de courbure 
des spirales sont determinees par des quadratures. 

7. Remarque. — On aurait pu, avant tout calcul, prouver 
que les deux families d’asjmptotiques et de lignes de coux'bure, 
tant des spirales que des helicoi'des, sont I’epx'esentees par des 
(Equations finies de la forme 

p -H 4'(^^) = const., 

ce qui monti'e que leurs equations diflei'entielles sont integrables 
par quadratures. 

Considei'ons, en effet, sur un helicoide (H) repr^sent^ par les 
equations (i5), deux courbes (C) et (Co) definies respectivement 
])ar les equations 

( 17 ) 


P=:U(t.), 


p = U(w) Po, 
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Oil est une constante arbitraire. Les coordonnees de (C) aiu'ont 
pour expressions 

^ = wcosU, 7] = z^sinU, ^ -H MJ. 

Cedes de (Co) se deduiraient des precedentes par le cliangement 
de U en U — Cela pose, donnons a la figure (H, Go), formeo 
par rhelicoi’de (H) et la courbe (Co), le deplacement qui resultc 
d’une rotation, d’amplitude ^o? autour de Ox;, et d’unc trans- 
lation h^o parall^le a cet axe. A la suite de ce deplacemcnt, The- 
licoide vient coincider avec sa position pi'imitivc (11), ct Ics 
nouvelles coordonnees Kt de la coui'be (Go) devicnncnt 

respectivement identiques a yi, Ainsi la figure (H, Co) est 
superposable a la figure (H, C). Si done (C) est ligne dc cour- 
bure ou asymptotique de (H), il en est dc memc de (Co), cc qul 
justifie notre assertion. 

Considerons pareillemenl, sur la spirale (S) rcpvcscnLcc par 
les equations (16), deux conrbes (C) et (Gq) d^Lcrminecs respec- 
tivement par les Equations (17). Les coordonnees de (C) auronl 
pour expressions 


^ cosU, Y) = sinlJ, = cp( z^) 


Cedes de (Co) se deduiraient des precedentes par le cliangement 
de U en U — ^o- Cela etant, faisons tourncr dc I’unglc ^’0 
tour de Ox; la figure (S, Co), formee par la sui'facc (S) ct la 
courbe (Co). Les equations qui representent (S) ct (Go) dans 
leurs nouvelles positions (S<) et (Ci) sont respcclivemcut les 
suivantes : 


= fl 

ca jr z 




Il — !!i 

5 -n 


?! 


= 


Ainsi la figure (S|, G^) et la figure (S, C) sont homothctlqucs par 
rapport a I’origine. Si done (G) est asymptotique ou ligne dc cour- 
bure de (S), la courbe (C^) Pest aussi pour (S^), ce qui prouve bien 
que (Co) est asymptotique ou ligne de courbure de (S), comme 
nous Pavions annonce. 
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8. Autres examples . — Toute surface peut (§tre regard^e comme 
I’enveloppe des cylindres qui liii sonL circonscrits et qiil ont leurs 
generatrices paralleles a toiUes Ics droites d’un meme plan (^ — o). 
Elle est done representee par les equations 

(18) y^fl, 

dont la premiere est celle d’lm des cylindres consideres et dont la 
seconde resnlte de la premiere par dififereiitiation (Ch. Ill, n° 15). 

Cherchons les asymptotiques de la surface ainsi definie, en for- 
mant Pequation 

dp dx dqdy ~ o. 

Des equations (18) on deduit 

— fxdx ^ydv — d{{?y) —f^dx--9 dy, 
d’ou, par comparaison avec p dx -h q dy^ on conclut 

Des loi's on a identiquement 

dp dx dq dy =■ dx d^) dx — dx -+- /Ja d{> ) di>. 
L’equation differentielle des asymptoliques est done 
/^2 dx^ — /i'a ~ o. 

Cette equation rentre dans le type 

<p(^) dx^ — 4^(p) dv^ = o, 

et, consequemment, s’integre par quadratures, quand lafonction f 
admet, entre autres formes, Pune des deux suivantes 

f— X{x)Y{ 9), f={mv^n)X(x)-\- (m' x H- n') V(p), 

les deux fonctions X et V etant arbitraires, ainsi que les quati'e 
constantes m, /n', 7i\ On verifiera sans peine cette propriete 
des deux classes dc surfaces correspondantes : Les courbes de 
contact des cylindres circonscrits parallelement d un plan 
fixe {^x = o) sont des courbes planes dont les plans passent 
par une droite fixe. 

R. 


12 
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IV. — Directions conjugu^es et r6seaux conjngu^s. 


9 . Cherchons la condition necessaire et suffisante pour qne 
deux dh'ections {du^dv) et Zv) soient conj ugiiees. Posons 

I — y'lt^v — ^uy'in ^ uY v"" y 

Le plan tangent en iin point de la surface a pour equation 

(19) Z(X — -h m{Y—y) h- n{Z — z) = o. 

Si nous le supposons mene le long d’une courbe dont la tangente 
a en chaque point la direction {du^ d^)^ sa caracteristique sera 
representee par F^quation precedente, jointe a sa diflerentiellc 

(ao) 


que nous avons simplifiee en tenant cornpte des identites 
(21) SZ^w=o, 'Zlx'^,= o, 


D’autre part, les coefficients directeurs de la direction (ow, Sr) 
ont pour valeurs 


(22) 


dx ^ dx ^ 
~ 3m -h 3- 8 p, 
du ov 


dy^ 

du 


dy 

dp 


d_z 

du 


dp 


Nous avons a exprimer que les binomes X — a:, Y — Z — z, 
tires des^equations de la caracteristique, sont proportionncls a ces 
coefficients. Portons done les valeurs (22) a la place de X — j:, 
Y—y, Z — z dans les equations (19)01(20). La premiere est 
verifiee en vertu des identites (21); la seconde donne 

j 0 ^ Z(XuOU x^op) (I'^du -i- i'f,dp) 

I = duouEx'^lu-hd9^8p2: xl •+■ dp 8uS, h- dp 3p S x'^, l\,. 

Mais, si I’on tient cornpte des identites (21) et des formules ( 5 ) 
qui definissent D, D^, on trouve 

^ s = s = D , — s ir;, z;, == s z 

- ^x'^ l\, = S Ix'i^ = D', — SorU; = 2 = D". 
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La relation (20)^ devient alors 

( 23 ) T> duou~^ T>\du Sp dv Bu) D''d(^ = o. 

Telle est la condition n^cessaire et suffisante pour que les di- 
rections (dll, d^) et (S^^3 soient conjuguees. Notre raisonne- 
ment ne suppose nullement que les coordonnees ^ soient 

rectangulaires. Nous pourrons done obtenir en axes obliques Te- 
quation diff^rentielle des lignes asymptotiques, en exprimant que 
la direction (du, d^) de chacune d’elles est sa propre conjugu^e. 
La condition (28) doit alors etre verifide par Bu = du, = dv, 
ce qui nous donne d’une autre mani^re encore Inequation 

D dudv -H Ty”dv- = 0. 


10 . Cc qui precede fournit un moyen simple de reconnaitre si 
les lignes coordonnees it = const, et i> = const, forment un re- 
seau conjugue. En effet, la condition generale (28) devant ^tre 
verifiee par du = o et = o, il i*este D'=: o. Ainsij la condition 
necessaire et suffisante pour que le reseau (u, {>) soit con- 
jugue est 

I oc'u. I 



Yuv Yu Yv 


= 0 , 


resultat important qui nous servira dans la suite. 

En voici une demonstration directe. Soit (C) I’une des courbes 
coordonnees u = const. En cbacun de ses points la direction con- 
juguee de sa tangente est, par hypothese, la tangente a la courbe 
coordonnee = const, qui passe en ce point. Cette tangente, qui 
a pour equation 


<^4) 


X— _ Y— .r _ 
Y lit 


doit engendrer line developpable. C’est la condition necessaire et 
suffisante pour que le reseau (Uy soit conjugue. En exprimant 
que la droite (24) engendre une developpable, an moyen de 
requation generale tronvee dans la theorie des enveloppes 
(Gh. Ill, n*^ 12 ), on trouve precisement ici D'= o. 

De la resulte une consequence importante. Le determinant D' 
etant nul, il existe, comme on sait, une m^me relation lin^aire et 
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homogene entre les elements de ses trois colonnes. En d’autres 
termes, pour que les courbes coordoniiies 2^ = const., r — const. 
forment un reseau conjugue^ il faut et il suffit que les trois 
coordonnies z de cette surface, considerees comme forte- 

lions de u et de o, soient trois solutions d^une equation aux de- 
rivees partielles du second ordre 


du 


A/ fO 

= A(a,.)^ + B(K,P)^. 


Cette proposition permet de d^linir des surfaces sur lesqiielles 
les courbes coordonnees formenl un reseau conjugue. Nous 
donnerons comme exemple celles que fournit I’cqualion = o. 
Par deux integrations successives on deduit dc cette equation 

g;,==u', 0=:U-h-v, 

en designant par U et V deux fonctions ax'bitraii'cs Time dc u^ 
Tautre de d. Si done nous posons 

ir = UiHh Vi, y = Ua-H Va, ^ V3, 

les U representant des fonctions quelconques de u, et Ics V dc r, 
nous aurons une classe de surfaces sur lesqiielles les courbes coor- 
donnees = const., = const, formeront un reseau conjugue. 
Ces surfaces ont regu le nom de surfaces de translation, a raison 
de la propriete suivante. Chacune d’ellcs est cngcndrcc par une 
courbe de forme invariable 


= ^i = U3, 

qui se deplace parallSlement a ellc-meme, dc telle facon que run 
de ses points d^crive la courbe fixe qui a pour equations 

^2 = Vi, r 2 = V 2 , ^ 2 =U 3 . 

On pent considerer aussi ces surfaces comme Ic lieu des milieux 
des cordes qui joignent un point quelconque de la courbe 

373 = 2U1, JK 3 =aU 2 , .33=2113, 

a un point quelconque de la courbe 

374 = 2 Vi, r 4 =aV 2 , ^ 4 = 2 V 3 . 
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Remarque 1, — Quand line surface est rapport^e a un r^seau 
•conjugue, Fequation differenlielle de ses lignes asjmptotiques ne 
contient pas de terme en du et reciproquement. Ainsi Tequa- 
tion differentielle du n® 8 ne contient pas de terme en dudv^ 
parce que le reseau const., p = const, estun reseau conjugue, 
limite de celui qui a ete defini au Chapitre VIII (n® 3). 

Remarque IL — La propriete des lignes de courbure de for- 
mer le seul reseau conjugue orthogonal qui existe sur une surface 
(Gh, VIII, n® 9) se verifie aisement au moyen des Equations eta- 
blies dans le present Chapitre. En effet, si le reseau = const., 
^ = const, est orthogonal, on aura F= o ; si de plus il est conju- 
gue, on aura D'=:o. Mais, dans cette double hypothese, I’equa- 
tion (ii) des lignes de courbure se reduit a du ds? — ce qui 
prouve que ces lignes se confondent avec les courbes coordonnees. 

A cette propriete, qui joue un grand role dans la theorie des 
lignes de courbure, nous rattacherons d’abord le theoreme de 
Dupin, puis la determination des surfaces de Joachimsthal. 


V. — Th^orfeme de Dupin et applications. 

11. Definition^ — Trois families de surfaces dont les Equa- 
tions renferment chacune un parametre variable 

< 25 ) 

sont dites former un systeme triple orthogonal^ si deux quel- 
conques de ces surfaces, prises dans deux families differentes, se 
coupent a angle droit, c’est-a-dire ont leurs plans tangents rec- 
tangulaires, toutle long d’une courbe commune. 

Cette propriete pent s’Enoncer ainsi : les plans tangents aux 
trois surfaces, une de chaque famille, qui passent en un point 
quelconque de I’espace, forment un triedre trirectangle, ou en- 
core : les tangentes aux intersections mutuelles des trois surfaces 
sont rectangulaires deux a deux. 

A titre d’exernple, considErons : la famille des plans qui 

passent par une droite ; 2 ° la famille des cones qui sont de rEvo- 
lution autour de cette droite et qui ont leurs sommets au meme 
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point; 3° la famille des spheres qui ont ce point pour centre. 
II est bien connu que deux de ces surfaces, appartenant a deux 
families differentes, se coupent a angle droit en tons leurs points 
d’intersection. Les trois families considerees forment done un 
systeme triple orthogonal, qui est le systenie des coordonnees 
polaires de I’espace. 

En second lieu, considerons encore : i® la famille des plans 
qui passent par une droite ; 2 ® la famille des cylindres qui sont de 
revolution autour de cette droite; 3® la famille des plans qui lui 
soul perpendiculaires. Ces trois families de surfaces forment un 
autre systeme triple orthogonal, qui est le systeme des coordon- 
nies semi-polaires ou cylindriques, 

Enfin, il est a peine besoin de rappeler Ic systeme des coor- 
donnees cartesiennes rectangulaires, 

Thi^oreme. — Toute surface fait partie d\ui systeme triple 
orthogonal, 

Considerons une surface quelconque (S) ; en chaque point 
M(^, jy, js) de cette surface, portons sur sa normalc, lonjours 
du m^me c6te du plan tangent, un segment MM^ de longueur 
constante 1: La surface (S^), lieu des points M| ainsi obtenus, csl 
dite parallele a la surface (S) : on exprime par la quo les plans 
tangents aux deux surfaces aux points correspondants M el M| 
sont paralleles. Cette propriete r^sulte immddiatement dhm fait 
general facile a verifier : 

Si un segment rectiligne, dont les extremites M et de- 
crioent deux courbes (C) et (Ci), reste perpendiculaira cl (C) 
et conserve une longueur inoariahle^ il reste aussi perpendi- 
culaire d (Ci ) ; reciproquement, s'il reste perpendiculaire d (C) 
et d (Ci), sa longueur demeure constante. 

Aux diverses longueurs I qu’on pent porter sur les normales a 
la surface (S) correspondent une famille de surfaces, paralleles 
a (S) et dont celle-ci fait evidemment partie. 

Considerons maintenant les lignes de courbure de la surface (S). 
D’apr^s la definition de ces lignes, les normales menses le long de 
chacune d^elles forment une ddveloppable {normalie develop- 
pable) dont toutes les generatrices sont visiblement normales a 
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toutes les surfaces paralleles a (S). Or les deux systemes de Ugnes 
de courLure de (S) donnent lieu a deux families de normalies de- 
^^eloppables. Je dis qne deux quelconques de ces developpables, 
(S) et (S'), appartenant a deux families diflferentes, se coupent a 
angle droit tout le long d’une generatrice commune. Soient, en 
effet, (G) et (C') les deux lignes de courbure de (S) qui determi- 
nent les normalies (S)et(S'); elles se coupent en un point M; 
la normale a (S) en M appartient aux deux developpables (S) 
et (S'), et leurs plans tangents, etant rectangulaires en M, le sont 
tout le long de cette normale. II est etabli par la que les surfaces 
paralleles a une surface donnee et ses deux families de nor- 
malies developpables forment un systeme triple orthogonaL 

Remarque- — Les normalies developpables des deux families 
coupent toutes les surfaces paralleles a (S) suivant leurs lignes de 
courbure; et elles se coupent mutuellement suivant des genera- 
trices, qui sont des lignes de courbure pour chacune d’elles. On 
verifie immediatement sur les exemples anterieurs cette propriete 
des surfaces d’un svsteme triple orthogonal, de se couper deux a 
deux suivant leurs lignes de courbure. C’est cette propriete que 
nous allons generaliser. 

12. ThiSoreme de Dupin. — Les surfaces d\in systerne triple 
orihoponal se coupent suivant leurs lignes de courbure- 

Exprimons Torthogonalite des surfaces considerees en suppo- 
sant jK? tires des Equations (aS) 

^ tv), y == V, (V), 4; = V, W). 

Ces formules, quand on y donne a deux des parametres des va- 
leurs constantes, par exemple u = Uq., v = Voj representent la 
courbe d’intersection des deux surfaces /= long 

de cette courbe w varie seuL Les coefficients directeurs de la 
tangente a cette courbe sont done x^^ y^^ Dela meme maniere 
les tangentes aux intersections d’une surface v = Vq avec une sur- 
face w = vVqj et de celle-ci avec une surface Uq ont pour coeffi- 
cients directeurs, Tune I’^^^^tre x'^,, y’^^ z[,- 

On aura done les trois conditions d’orthogonalite 

(26) 0, 
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ou les sommations s’elendent aux trois coordonnees. Gomme les 
valeurs Uq, ^^0 sont absolumcnt quelconques, ce sont la trois 
identites, qui ont lieu qiielles qiie soienL les valours aUribuees 
a u, (V, En consequence, nous pourrons differenlicr ccs equa- 
tions par rapport a I’un quelconque de ces trois paramcLrcs ; et, si 
nous prouvons qiie les lignes ii = const, et les lignes = const., 
tracees sur toute surface pp == un rdscau conjiigue, 

nous aurons etabli le theoreme annonce, puisque chaque surface 
d’une familJe seracoupee suivant des courbes ortliogonalcs ct con- 
jugudes, e’est-a-dire suivant ses lignes de courbiirc, par les sur- 
faces des deux autres families. 

Or, pour que le reseau (ii, o) des lignes coordonnees soJt con- 
jugue sur toute surface (Vo? suffit (n“ 10) qii’on 

ait identiquement 

D' = yu„ y'u. y'v = o. 

■^(^1 

Differentions les equations (26) respectivemeut par rapport a r, 
(V et u. II viendra 




Ajoutons les deux sommes extremes et retranclions la soinme in- 
termediaire; nous trouvons 


Cette identite, rapprochee des deux identites extremes (26), en- 
traine, par elimination de I’evanouissemcnt du deter- 

minant D', ce qui demontre le theoreme de Du|)in. 

D’apres cette iniportante proposition, la connaissance d’un 
syst^me triple orthogonal entraine la connaissance des lignes de 
courbiire d’une ti'iple infinite de surfaces. 


13 Applications, — Pour determiner les lignes de courbure 
d’une quadrique a centre, considerons les quadriques homofocales 
represent^es par I’^qnation 
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qu’il conviendrait de remplacer par les trois Equations 

. . y2 ^2 

(it) ^ 

(W) 


u ' 

u 

C2+ U 






C2 + p 

h 


1 

u 1 
1” 

+ 


— 1 = 0, 


a--\- iv b^-{- w C' -4- 


1 = o. 


Soit a-';> C-. Si Ton suppose 

— c2>p> — Z>-, — — 

les surfaces de la famille (^^) sont des ellipsoides, les surfaces (p) 
des hyperboloi'des a une nappe, les surfaces (iv) des hyperbo- 
loides a d^ux nappes. On sail que, par tout point de I’espace, il 
passe unequadrique de chaque famille. Ces quadriques sontd’ail- 
leurs orthogonales en Lous leurs points communs; car il suflit de 
relranchei', par exemple, les equations (u) et (<’) pour trouver la 
relation 

2 ,T X 

a2-f- w -H p 

qui exprime que les normales aux deux quadriques {u) et (<^), 
sont rectangulaires. En consequence, toute quadrique a centre 
est coupee saw ant ses lignes de couvbure par les quadriques 
homofocales des deux families aiitres que la sienne. 

Pour avoir les lignes de courbure des paraboloi’dcs, considerons 
les paraboloi’des homofocaux repr^sent^s par Tequation 


_ZL- 

P H- X 


— r 237 X = O. 

gr -H A 


Soil p> q \ pour X — ^ on a une famille de paraboloides 

elliptiques qui tournent leur concavite vers les x positifs; pour 
X = (^, compris enlre — q et — /?, des paraboloides hyperboH- 
ques; pour X = des paraboloides elliptiques tournant 

leur concavite vers les x negalifs. On verifie comme precedem- 
ment que deux surfaces de famille differente se coupent partout 
a angle droit. Il en resulte que tout paraboloide est coupe siii-- 
(^^ant ses lignes de courbure par les paraboloides homofocaux 
des deux families autres que la sienne. 
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Comme autre exemple, reprenons les trois families dc surfaces 

(2) ^ == const., = const. 

d^ja considerees au Chapitre VIII (n® 12). Nous savons quc loute 
surface de la premiere famille esl coupee suivant ses lignes de 
conrbure par les surfaces des deux autres families. On verific aisc- 
ment que deux surfaces de famille dilTcrente se coupent parlout a 
angle droit. En consequence, les surfaces (S) formcnt un systcmc 
triple orthogonal et se coupent deux a deux suivant Icurs lignes 
de courbure. 

14. Le theoreme de Dupin a des consequences d’unc nature 
un peu differente. C’est ainsi qu’il permet, ^tant donnec une 
surface dont on connait les lignes de courbure, d’en deduire 
une infinite d’autres dont les lignes de courbure sexton t connues 
d’avance, grS.ee a la proposition suivantc : 

Theoreme. — Toute transformation qiii conserve les angles 
conserve les lignes de courbure. 

On dit qu’une ti’ansformation gcom^trique conserve les angles, 
ou qu’elle est isogonale, quand, a tout angle d’unc figure, die 
fait correspondre un angle egal dans la figure Li'ansfonnec. Tel 
est le cas du d^placement dans I’espace, de la symetrie, dc la simi- 
litude, de la transformation par rayons vecteurs reciproques. 

Nous aliens prouver que, dans touie transformation isogo- 
nale, la transformee d^une surface a pour lignes de courbure 
les transformees des lignes de courbure de cette surface. 
Associons, en effet, a la sui’facc pi'oposee (S) Loutes les surfaces 
qui lui sont parall^les et ses deux families de normalics devclop- 
pables. Au sysleme triple orthogonal ainsi constituc (n'' 11) 
toute transformation isogonale fait correspondre un autre syslcmc 
triple orthogonal, puisqu’elle n’alt^re pas les angles. En vertu 
du theoreme de Dupin, la transformee de la surface (S) sera 
coupee suivant ses lignes de courbure par les transformees des 
deux families de normalies developpables. Ces lignes sont done 
connues. 
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VI. — Surfaces de Joachimsthal. 


IS. Proposons-nous de determiner toutes les surfaces admet- 
tant pour lignes de courbure d’un systeme des courbes planes 
dont les plans passent par une droite fixe. Nous ferons usage, a 
cet effet, d’un systeme de coordonnees cnrvilignes qui peut servir 
dans d’aulres cas, et qni derive d’une proposition etablie ant^- 
rieurement (Chap. VIII, n° 3) : Les sections faites dans une sur- 
face par des plans contenant une droite fixe et les courhes 
de contact des cones circonscrits ayant leurs sommets sur cette 
droite ferment un reseau conjugue. Pour rapporter une sur- 
face aux courbes d’un tel reseau, il suffit de la considerer comme 
I’enveloppe des cones circonscrits 



qui ont leurs sommets sur I’axe Oz. Posons 


Z - 


= cp(i^,v); 


la surface sera definie par ces deux Equations, jointes a I’equation 
d^rivee 




On a done, en resolvant ce systeme. 


(27) 



1 


Pour caracteriser les surfaces cherchees, il nous suffira d’ exprimer 
que le r6seau conjugue {Uj ^>) est orthogonal, puisqiie le seul r^- 
seau conjugue orthogonal qui existe sur une surface est forme 
de ses lignes de courbure. Posant comme toujours 


nous trouvons ici 


F = -hyLyi^ -+• 




= [(1 H- t?®) ©UK — (m + 
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Nous devons egaler F a zero. 11 n’y a pas lieu d’admcLtrc la solu- 
tion = 0, car o etant aloi*s une fonction lincairc de r, les for- 
mules (27) donnent, pour a:, y et z, Lrois fonclions de la seule 
variable u \ la surface se reduirait a une coiirbe. Soil done 


I H— ~h* 


Les deux inembres de cette equation elant dcs derivecs logarilh- 
miques, on en lire successivemenl 


V'2(l «p-) = 






cp- 


en designant par V une fonction arbilraire dc r. Effecluons la 
quadratui'e indiquee, ce qui inlroduil une fonction arbilraire U 
de u ; nous aurons 


{a8) 


cp = ^ 




Soient Shoo et Chco (Ch. Ill, n® 4 ) les sinus cl cosinus hyper- 
boliques de to. A cause de la relation (28), les formulcs (27) dc- 
viennent 


(29) 


y ^ Hi 

/j4-w2V'Gh(V— U)' 


Sh(V-~U) 
V'Gh(V — U)’ 


Les surfaces de Joachims thal sonl ainsi di 5 lci'mineos. On voit 
que leurs lignes de courbure du second systemc = const.) sont 
tracees sur des spheres 


Si Ton pose r = sJx^-\-y'^^ une ligne de courbure // = const, 
sera d^finie, dans son plan, par les deux equations 


(3o) ^~V'Ch(V — U)' --('-/■Sh(V — U), 

qui repr^sentent, quand u varie ainsi que 0, tons les points du 
plan zOr . Les lignes = const, constituent I’cnsemble dcs cer- 
cles qui ont leurs centres sur Oz, 



VJ w T J^UX\MX^JLt£3^ 




piiisque la fonction V reste arbitraire. Les Hgnes u = const, 
sont leurs trajectoires orthogonales : en efFet, le coefficient angu- 
laire de la normale a I’un des cei'cles consideres est 

==~sh(v~u), 

el celui de la tangente a la coiirbe ii = const., qiii a pour valeiir 

4 _ i-rV'Gh(V — U)-r:.Sh(V-U) 
r; 4 ^ 

est egal an precedent, en vertii des formules (3o). 

Cela pose, les equations (29) represenLent loutes les courbes (3o), 
amenees par rotation autour de dans les divers plans 
Or, on pent considerer U comme un parametre variable; alors ir 
devient une fonction arbitraire de U; d’ou la generation suivante 
des surfaces de Joachimstlial : 

Dans un planzOx^ on considere une faniille quelconque 
de cercles ay ant leurs centres sur Os, ainsi que leurs trajec- 
toires orthogonales. On fait tourner chacune de ces trajec- 
toires autour de Os, dUm angle qui varie d^apres une loi 
aT'hitrairement choisie, quand on passe de Vune d V autre; le 
lieu de ces dioerses courbes ainsi deplacees est une surface de 
Joachimsthal. 

Ge resLiltat serait facile a deduire, par un raisonnement geome- 
trique, de la proposition qui nous a servi de point de depart. 
Mais notre methode nous a donne, de plus, I’expression analy- 
tique des coordonnees des surfaces cherchees. Kemarquons aussi 
qu’en obtenant les formules (3o), nous avons I'etrouve la solution 
de ce probleme : Determiner dans le plan les trajectoires or- 
thogonales dhine famille quelconque de cercles ayant leurs 
centres en ligne droite, que nous avions traite pr^cedemmenl 
(Chap. Ill, n^4). 
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CHAPITRE X. 

ETUDE DES SURFACES REGLEES. 


I. — • Param^tre de distribution et point central. 

1. Une droitc dont les equations dc'^pcndent d’lm paramctrc 
engendre une surface reglee, qui esL ditc developpable, si la 
droite reste tangente a une courbe, gauche dans Ic cas contraire 
(Gh. Ill, n° 13). La gdneratrice ctant reprcscntcc par Ics deux 
equations 

(1) x=iazA-p^ y==hz-\-q^ 

nous avons vu (Ch. Ill, n®12) que Ics surfaces devcloppablcs sont 
caract^risees par la relation 

(2) a'q ' — 

ou les accents indiquent les derivees prises par rapport au paara- 
m^tre, et que la valeur commune des rapports egaux 



determine le z du point ou la g(§neratrico est tangente a Tarcte 
de rebroussement de la surface. 

!2. Clierchons la plus courte distance de deux gcn<5rairiccs inii- 
niment voisines (D) et (Di), r<5pondant aux valcurs ^ et + 
du parametre. Si Ton prend la premiere pour axe des z^ en fai- 
sant a=^>==/?==^ = o,la g^neratrice (D , ) sera represent<5c par 
les equations 

(ly 




y = zLh -h Lq, 



Leur plus courLe distance se projctte sur le plan des qui est 
perpendiculaire a I’une d’elles, suivantla perpendiciilaire abaissee 
de I’origine sur la projection de (D^ ) 

( 4 ) x — y h.a -h — Ab Ap = o. 

Elle a done pour longueur 

5 = + - ^ ^ 'pl Ac . 

Ce calcul, ou nous avons iieglig^ les inlininient petils d’ordre 
superieur, prouve que, pour les surfaces gauches, S est du premier 
ordre, et, pour les de^veloppables, d’lm ordre plus eleve. En efFet, 
nous avons demontre (Ch. V, n° 14, 4”) 3 est en general du 

troisieme ordre dans les developpables. 

L’angle Jp des deux genera udees infiniment voisines est du pre- 
mier ordre. En effet, les cosinus directeurs de Os sont o,o et i; 
ceux de (D^) sont proportionnels a Aa, A6 et i. On a done 


COS^ip 


I 

I (Aa)2-H {Aby 




en negligcant les puissances supdrieures de Ap. De la resulte 


sin cp = / -h 6'^ Ap. 


Ainsi Tangle <p est bien du premier ordre. On voit que pour les 
surfaces gauche's Le rapport de la distance de deux genera- 
trices infiniment voisines cl V angle cju^elles font entire elles tend 
vers Line limite Jinie. Cette limite est ce qu’on appelle le para- 
metre de distribution. G’est une longueur /c, bien d^terminee 
pour chaque gen^ratrice, variable d’une generatrice a Tautre : 


/c = 



dq’- bf 


D’apt'^s sa definition, le parametre k est constamment nul dans les 
developpables. Nous nous occuperons un peu plus loin (n° 9) du 
signe qu’il convient de lui attribuer. (Certains auteurs appellent 
parametre de distribution Tinverse de ^.) 
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3. Th^ioreme. — La perpendiculaire commune d deux ge- 
neratrices d^une surface re glee tend vers une position limite, 
quand Vune d^elles tend vej's V autre. 

En eflPet, la perpendiculaire coinmnne a Oo et a (Di) est sitiiee 
dans le plan men^ par O;: perpendiculairement a la droilc (4); 
ce plan, ayant pour equation 


fait, a la liniite, avec le [plan jzOx un angle 6o <lonL la langente 
est bien delerniinee 


(7) 


tangOo 




De plus, nous connaitrons la distance du plan xOy a la per- 
pendiculaire commune en calculant le ;; du point ou Ic plan (G) 
rencontre la droite (Di). Or les equations (i)' ct (G) donoent 

y ^ zLb ^ Ar/ A/? -4- A/> \q ^ 

ij? ^ Aa 4“ Ajc? ( Aa)- 4- ( A^ )- ^ 

d’ou, en passant a la limite, on deduit 


( 8 ) 


a' p'-\- U q' 


Ainsi la perpendiculaire commune a une gcneratricc cL a la gcne- 
ratrice infiniment voisine a une position limite. Lc point ou die 
rencontre alors la gen^ratrice consideree est appelc le point cen- 
tral de cette gen^ratrice. La courbe lieu dcs points ccntraux est 
la ligne de striction de la surface. 

Remarque. — Pour les developpables, la ligne dc striction sc 
confond avec Farete de rebroussement. En effet, la formule (8) 
donne poiirxJo la valeur(3) quand on y introduit Fhypotli^sc 

a' q’~— = o, 

caracteristique des surfaces developpables. Cette remarque nous 
servira dans diverses circonstances. 
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II. — Plan tangent anx surfaces gaudies; raccordement. 

4 . Les plans tangents aux divers points d’une g^n^ratrice peu- 
vent ^tre determines par Tangle qu’ils font avec le plan tangent 
au point central, on plan central. A cet effet, figurons deux ge- 
neratrices voisines IM, l4M<, leiir plus courte distance 1X4 et la 
parallele IM'^ it l4 M4 . La position limiie dii plan I4 IM sera le plan 
central de IM, puisque L I deviendra une tangente a la surface. 

Par le point M, situe a une distance de I, menons un plan 
perpendiculaire a IM; ce plan coupe I4M4 en Mi, IM' en M' et 
determine dans la surface une section dont MM4 est une corde. 
La position limite du plan IMM4 est le plan tangent en M. 



L’angle 9 ' des deux plans IjIM et IMM4 est Tangle de MM4 avec 
la parallele menee en M e IL ou bien avec MiM'. Des lors les 
deux triangles MM' M4 , IMM' , rectangles, Tun en M'^ , Tautre en M, 
donnent 


tang0'=5 


MM', 

MiM; 


_ p'tan^cp _ p'tangcp 
~ MiM'i I ’ 


etant Tangle et S la distance des deux generatrices IM, I4M4. 
A la limite, 9 et p dtant ce que deviennent 9 'et p', nous trouvons, 
en designant toujours par k le parametre de distribution. 


(9) 


tangO = plim | = 


Done la tangente de V angle compris entve un plan tangent 
quelconque et le plan central est proportionnelle dla distance 
de son point de contact au point central. 
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Dans les developpables, le parametre k ^tant mil, le plan tan- 
gent est toiijours perpendiculaire au plan central; il est done le 
m^me, ainsi que nous le savions deja (Ch. Ill, n° 19), tout le long 
d’une gen^ratrice. 

Dans les surfaces gaudies, quand le point de contact parcourt 
une g^neratrice d’une extr^mit6 a I’autre, le plan tangent toiirnc 
de 180 degr^s. Aux deux extr^mites de la gendratrice, il est pei*' 
pendiculaire au plan central. 

Il resulte de cette lol de variation du plan tangent que les nor- 
males menees a une surface gauche en tons les points une 
deses generatrices forment unparaboloide equilat^re dont an 
plan directeiir est per pendiculaire d cette generatrice, En effet, 
si Ton prend pour axe des z la g^neratrice, pour origine son point 
central, pour plan des zx le plan central, la formule (9) donne, 
pour le lieu des normales considerdes, Tequation 



ce qui demontre la proposition. 

5. Quand deux surfaces gauches ont une gdndratrice commune, 
on dit qu’il y a raccordement entre ces surfaces aux points de la 
generatrice commune oil elles ont mdme plan tangent. Conside- 
rons deux surfaces telles, (S) et (S^), dont les points centraux 
soient 0 et 0^, distants d’une longueur A. Soient de plus A, k^ 
les deux parametres de distribution, et V Tangle des deux plans 
centraux. En un point M de la gdndratrice commune, le plan tan- 
gent a (S) fait avec le plan central correspondant Tangle 6 donne 
par la formule 

tangO = 

K 

ou p d^signe la longueur OM. Pour la surface (S, ) le plan tan- 
gent en M fait avec le plan central un angle 9(, et Ton a 

tang 01= 

«i 

La condition pour que les deux surfaces sc raccordent en M est 

01 = 6— V. 
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!£limiTianl 0 et entre les trois relations precedentes, on obtient 
r^qnation du second degre 

(lo) p2tangV-H p(/c — Xti — A tangV)H- /r(A*i tangV — h) = o. 

Done deux surfaces gaudies qui ont une generatrice com- 
mune se raccordent en deux points de cette generatrice, S’il y 
a raccordement en plus de deux points, P^quation (lo) est une 
identity; les deux surfaces se raccordent alors tout le long de la 
generatrice commune ^ moyennant les conditions 

tangV = o, /cj = /c, A = o, 

qui expriment que les deux surfaces ont meme point central, 
meme plan central et inline paramtoe de distribution pour la 
generatrice consideree. 

Dans le cas particulier des surfaces a plan directeur, toutes les 
generatrices etant paralleles a ce plan, leurs perpendiculaires 
communes et, par suite, tous les plans centraux, sont perpendi- 
culaires au plan directeur. Si done deux surfaces ont m^me plan 
directeur et admettent une generatrice commune, Tangle V etant 
nul, ces surfaces se raccordent en un point seulementde cette ge- 
neratrice. S’il y a raccordement en plus d'un point, elles se rac- 
cordent tout le long de la generatrice commune. 

Ce qui precede permet, quand une surface est engendree par 
une droite s’appuyant sur trois directrices auxquelles on sail me- 
ner les tangentes, de construire le plan tangent en un quelconque 
de ses points, en lui substituant une quadrique qui se raccorde 
avec elle tout le long de la generatrice (D) du point considere. 
Soient en effet (T<), (Ta) et (T3) les tangentes menees aux trois 
directrices aux points M^, Mo, M3 ou elles rencontrent (D). La 
quadrique engendree par une droite qui s’appuie sur(T^), (Ta) 
et (T3) contient (D) et se raccorde avec la surface proposee en 
, Ma et M3, et, par suite, tout le long de (D). 

Si la surface est a plan directeur et definie par deux directrices, 
(T^) et (Ta) etant les tangentes a ces directrices, on prendra pour 
surface de raccordement le paraboloide engendre par une droite 
qui s’appuie sur les deux droites (T^) et (T3) en restant parallele 
au plan directqur.. 
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III. — Determination du parametre de distribution 
et du point central. 

6. Pour definir de la maniere la plus gen^rale une surface 
reglee, considerons une courbe directrice (P). Par chaque point 
(?, 7 ], de cette courbe, menons une droite (D) donl les cosinus 
directeurs soient A, [a, v. Tout point M(^, y, z) d’une telle droite, 
et, par suite, de la surface r^glee qu’elle engendre, est represente 
par les formules 

(11) = y=ri-\-\xu, 5 = 

ou i, 71, 'C, ainsi que X, p., v sont des fonctions d’un parametre r, 
et u un second parametre variable; sa valeur alg^brique nicsure le 
segment qu’il faut porter sur la generatrice (D) a j^arlir du point 
(^,71, Q dans la direction (X, p., v) pour obtenir le point M. 

Soient ()v^, p^, vi) les cosinus directeurs d'une autre g(5n^ra~ 
trice (D^) et cp Tangle que font (D) et (D^). On a, commc on sail, 

( 12 ) sin^cp = ({JLVJ — V}Xi)2 H- (vXi Xvi)2-{- (X(Ai — |aXi)2. 

Quand (D^) tend vers (D), cp tend vers zero, et, par une transfor- 
mation qui nous a deja servi (Ch. IV, n^^S), on trouve 

(.3) = ^ = , 

ce qui montre que est la partie principale de sin^ cp. 

Cela pos^, si (i^ , ) est le point ou la gdn^ratrice (D^) ren- 

contre (P), la plus courte distance 8 de (D) etde(Di) a pour carre 

(l4) 

les parametres u et U\ 6tant d^termin^s par les deux Equations 

2 Jw — JiH-Xm — XiWi) = o, 

— 2 ~ — ^ 1 + X w — Xi Ui) — o, 

conform^ment a la theorie g^n^rale des maxima et minima. 




£.1UJLJ£. JUJiid aUJf.l«ALiJ^b KJ!.(jrL£.Ji.b. 


197 

Pour tirer de ces Equations le rapport Sisincp, nous poserons 

^ -+- X Zi — Xj Ml, 

771 = ri — 7)1 H- fXM — fJLiMi, 

71 = ^ — Cl -h V — Vi Ml, 

ce qui nous permetlra d’ecrire 

(14) ' 82 =Z 2 -H 7 ?i 2 + 7 £% 

( o = X^ -H (jL/n -Hv/i, 

( 1 5 ) ' < 

( O =: Xi I - 4 “ JJLi 77Z *-+- Vi 7Z. 

De ces relations et des Equations (16) on conclut 

( 17 ) 02 = Z(^— —7)i) H- 71(2; — $l). 

Or la resolution du sjsteme (iS)' donne 

I _ 77^2 «}« ;i2 

— V(J .1 "" vXi— Xvi X[li— )±Xi /s((JLVi— V(JL i)2' 

La valeur commune de ces rapports est, en vertu des formules (14/ 
et (12), egale a 3 :sin(f). On a done 

7 (Ftvi-- vfxi) 0 _ (vXi— Xvi)o (X^xi— f^Xi)8 

t = : j 7/Z = ; r* > 71 = : • 

sin^ sin«p sincp 

Substituant ces valeurs dans la relation (17), nous trouvons 

g X X, 

VI -1, fx tx. isin^y. 

K — Ki V vi 

Faisons maintenant tendre (Di) vers (D), en tenant compte de la 
relation (i 3 ). Nous arriverons a I’expression cherchee du para- 
ram^tre de distribution 

dl X 

(18) /: = c?7) dyi ! (£5?X2--i- £;?| 7.2-4- ^v®), 

dUi <3?v V 

Le numerateur de k est le determinant qui, egaie a zero, exprime 
(Ch. IIT, n® 12 ) que la surface estune developpable. 
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7. Proposons-noiis de determiner le point central de la gene- 
ratrice (D). La valeur A, qu’il faut attribner a u pour obtenir cc 
point, estla valeur limite que le systeme (i 5) assigne al’inconnuc a 
quand on fait tendre (Di) vers (D). Pour la trouvcr, posons 

III = iL ^ ^ • • • 1 X 1 = X -f- AX , .... 

Comme Pangle cp des deux generatrices a pour cosinns 
cos (p = XX I “4“ -f- , 

les equations (lo) pourront etre ecrites ainsi 

I S X A^ - 4 - coscp Azz — zz(! — coso)=o, 

I S X A^ -f- AX A^ -H Azz H- zz ( I — cos cp ) =r 0 . 

En les resolvant par rapport a z/, on troiivc 

Z4siii2(p == — coscp SAX A^ -t- *>- sin2 2 SX A^. 

Divisons les deux membres par sin-cp et faisons tcndrc Ar, ol 
par suite cp, vers zero ; le dernier groupc dii second membrc s’eva- 
nouit avec A?, Atj, A!^; et, ea egard k la relation (i3), il vient 

_ ctk d\i. dy\ dv dt 

Cette formulc est identique a la formulc (i4) du Chapitre JIl, 
qui determine Parete de rebroussement d’unc developpablc. En 
effet, la ligne de striction d’une developpablc sc confond 3) 
avec son arete de rebroussement. 

D’apres ce qui precede, Pequation 

( ) dX d\t. dr\ dv dIJ = o 

exprime la condition necessaire et suffisante pour quo la courbe 
directrice (P) se confondc avec la ligne de striction. 

Remarque. — Pour les surfaces a plan directcur, la perpcndl- 
culaire commune a deux generatrices etant perpendiculairc a cc 
plan, en tout point de la ligne de sti'iction le plan tangent est per- 
pendiculaire auplan directeur. Par suite, la ligne de striction 
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est la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les gene- 
ratrices sont perpendiculaires au plan directeur. Elle se pro- 
jettc sur ce plan suivant I’enveloppe des projections des gene- 
ratrices. D’apres ces resultats, qu’on dedairait aisement de k 
formule (ig), un paraboloide hyperbolique a deux lignes de 
striction, qui sont deux paraboles; dans tout conoide droit c 
plan directeur, la ligne de striction se confond aoec Vaxe, 


8. Pour mettre inieux en evidence les proprietes de la ligne de 
striction et du parametre de distribution, nous allons transformei 
les expressions de h et de k. Introduisons les cosinus a, 6, c de! 
angles que la generatrice fait avec la tangente, la normale princi 
pale et la binorinale de la direclrice (f). Nous aurons 

X = aa -H -h ca", jjl = -h cp", v = ay & Y' -H 

en designant par a, . . . , y'' les cosinns des trois directions princi 
pales de (F). Soient c, R et T son arc et ses rayons de courbun 
ct de torsion. Appliquant les formules de Frenet, nous trouvon 



ct deux I'elations analogues, d’od nous concluons 

a -h p d\^ -i- y da h 

da da R 


Le numerateur du premier membre ne diff^re de celui de h qa 
par le facteur d<T. II vient done 

f V (b da\ da^ 

VR da / 

et la condilion pour que (F) soit la ligne de striction s’ecrlt 


(2oy 


b da __ 

R — 5? “ 


Done, si la ligne de striction coupe toutes les generatrices sou 
un angle constant (a = const.), on a : soitR=oo, ce qui exprim 
que la ligne de striction est une droite; soit b = ce qui si 
gnifie que la generatrice est dans le plan rectijiant de la lign 
de striction, Les deux r^ciproques sont evidemment vraies. 
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Comme exemple, cherclions les surfaces r^glecs dont la lignc 
de striction est un ceixle coupant toutes les generatrices sous un 
angle constant. Chaque generatrice, etant dans le plan rectifiant 
du cercle, est perpendiculaire au rayon du point d’ou elle est 
issue; de plus, elle fait un angle constant avec la tangcnte au 
cercle en ce point. Les surfaces cherchces sont done des hyperbo- 
loi’des de revolution etleur ligne de striction est le cercle dc gorge. 

Prenons maintenant pour coiirbe directrice (F) la ligne dc siric*- 
tion elle-meme ; designons toujours son arc par cr et appelons V 
Fangle qu’elle fait avec la generatrice issue du point (^, */i, *(); 
nous aurons 

cos V <^cr = X H- (JL -H V 


Elevons au carre les deux membres de la formule (i8), cn tenant 
compte de cette derni^re relation ct de la condition ( 20 ); nous 
trouverons 




COS V d<s o 

cos y d<j I o 

0 o 2 dl^ 


; (f/X^ H- -h (h- 


On a done pour le carr^ de /c cette valour 
M — sin^V da"^ 

^ ~ t/v- ’ 

d’ou, par comparaisoii avec la relation (i3), on d(5duit 

(18)' A- = sinv4^. 

do 

Telle est Fexpression du paramitre de distribution quo nous vou- 
lions obtenir. Appliquons-la aux surfaces engendrdes par les bi- 
normales d’une courbe gauche (F). La binormalc etant dans Ic 
plan rectifiant et faisant avec la tangente un angle constant (droit), 
la courbe (F) est ligne de striction, ainsi que nous venons de le 
voir. L’angle V est done droit; d’autre part, cp est Fangle dedeux 
binormales; par suite k est ^gal au rayon de torsion T. Ainsi, 
toute courbe gauche est ligne de striction de la siu^face en- 
gendree par ses binormales, et le parametre de distribution 
de chaque generatrice est egal au rayon de lor^sion de la 
courbe au point d^oii elle est issue. 
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IV. — Signe du param^tre de distribution. 

9. II n’a pas question jusqu’ici du signe de k. Les for- 
mules (i8) et (i8)', a raison de la fagon dont elles ont ete obte- 
nnes, ne determinent ce parain^tre qu’aii signe pr^s. Voici com- 
ment on est conduit a lui en attribuer tin. La loi de variation des 
plans tangents le long d’une g^n^ratrice est tres difT^rente, sui- 
vant qu’un observateurj traverse par cette g^n^ratrice, voit la nor- 
male lourner de gauche a droite ou de droite ^ gauche quand elle 
s’^leve, c’est-a-dire quand son point d’incidence se d^place dans 
le sens qui va des pieds a la tete de Tobservateur. 

D’ailleurs, le long d’une g^n^ratrice d^terminee d’une surface, 
les apparences resteront les m4mes, comme on s’en assure ais6- 
ment, pour I’observateur, apr^s qu’il aura ete renversd de fa^on 
que le point d’incidence de la normale le traverse tonjours des 
pieds a la tete, en parcourant la g^n^ratrice dans le sens contraire 
a celui de son mouvement primitif. 

Quand I’observateur voit la normale sHle^er de gauche d 
droite, nous dirons que I’allure de la normale est dextrorsum 
(siaistrorsiim dans le cas contraire). Or nous avons vu (n*^ 4) que 
le paraboloi'de, lieu des normales menees le long d’une genera- 
trice 0^, le point central ^tant pris pour origine et le plan cen- 
tral pour plan des zx, a une Equation de la forme 

— = const. = C, 
w 

ou la constante G est, en valeur absolue, egale au param^tre de 
distribution. Les axes de coordonn^es ^tant supposes avoir la 
disposition habituellement adoptee en G^om^trie analytique {voir 
les figures de la page 1 13), si la constante G est negative, un ob- 
servateur, traverse des pieds a la t^te par la direction positive de 
J’axe Oz, voit la normale qui engendre le paraboloide delever de 
gauche d droite; c’est le contraire qui a lieu si la constante G 
est positive. D^s lors il convient de donner un signe au param^tre 
de distribution pour distinguer les deux allures de la normale 
et, par suite, les deux sens de rotation du plan tangent. 
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Nous choisirons le signe qui resiilte de la formula (i8), el 
preaant desormais 

d\ X 

(i8) k=- dri d\i. [j^ : 

d^ c/v V 

nous n’avons plus qu’a cherclicr quelle est Failure dcs normales 
le long d’une generaLrice, pour laquelle k est posillf. 

A cet effel, ^crivons F^quation gen^ralc da plan tangent a une 
surface gauche 

X — ^ — Xii Vu X 

Y — Tj — [Jt, f U fj. =0, 

Z ? — V -f- V' Z4 V 

ou les accents designentlcs dcrivecs prises par rapport a r. Sup- 
posons que la courbe direcLrice (F) soit la ligne dc striction ; pre- 
nons Fun de ses points (?, r,, Q pour originc, la generalricc qui 
en est issue pour axe des jz, ce qui reviont a fairc ? = rj = = o, 

X, = [ji = o, V = I ; prenons pour plan dcs jzx Ic plan central, ce 
qui entrame7)'= o. Remarquons enfin qu’en vertu de Fidcntile 

XX'-h VV'rr 0 


la deriv^e '/ est nulle et que, Fexpression (19) de A devant etre 
nulle, on a aussi V = o. L’^quation du plan tangent sc reduira a 



Or u est le ^ de son point de contact; par suite, Fcquation du 
paraboloi'de des normales sera 



Mais, si Fon se reporte a Fexpi'ession (18) da paramdare de dis- 
tribution et qu’on y introduise les hypolheses actuclles, on trou- 
vera simpleinent 



L’dquation du paraboloi'de des normales devient alors = — ka:. 
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De la et de ce qui a ete vu plus haut, nous concluons que, pour 
les generatrices dont le paranielre de distribution est positif^ 
V allure des normales est dextrorsum (sinistrorsum si k << o). 

Remarque /. — On peut facilement se rappeler le signe que 
nous choisissons pour A-, en observant qu’en vertu de ce choix 
Fegalit^ ^noncee a la fin du n® 8 est exacte en grandeur et en 
signe. Si, cn effet, dans la formule (i8) on remplace )v, p., v par 
les cosinus a", P", de la binormale a la courbe directrice (F), et 
qu’on applique Jes formules de Frenet, on trouve imm^diatement 


k == T 


p p' p" 

Y i i 


- T, 


le determinant des neuf cosinus ctant dgal a Funit^(Cli. IV, n°3). 
Ainsi, chaque generatrice d^une surface de hinormales a son 
parametre de distribution egal au rayon de torsion de la ligne 
de striction au point d^oii elle est issue. 

Remarque 11. — Si dans la formule (i8) on change les signes 
de et de v, le parametre k change de signe; d’ou cette conclu- 
sion : Si deux surfaces reglees sont symetriques par rapport 
Cl un plan, les pararnetresde distribution de leurs generatrices 
homologues sont egaux et de signes contraires. 


V. — ^Iltoent lin^aire; trajectoires orthogonales 
des generatrices. 

10. Les coordonnees d'une surface reglee etant representees 
par les formules 

on a immediatement leurs differentielles 

dx = 1 du-{- (J'h- X'w) di’, 
dy = \xdu -H ('o'h- f u) d{?, 
dz = V dll H- u) d<?^ 
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les accents indiquant toujours des derivees prises par rapport au 
parametre Par suite, I’^lement lineaire a pour expression 

(22) ds^ = du^-i-2(X^'-h iJ.r]'-hvC)dudp-h(Au^-h 2Bu -h C)du^-, 
les lettres A, B, C ajant les significations siiivanics 

En consequence, les coefficients dc relemcnt lineaire ont respcc- 
livement pour valeurs 

E = I , F = X?' -f- G = A H- a B C. 

On remarquera que G est un trinomedii second degrd on a dont 
les coefficients sont des fonclions de e, quo F depend imiquc- 
ment de p et que E se reduit a P unite. Par suite, les trajectoircs 
ortho gonales des generatrices de toute surface reglee sont de- 
terminees par une quadrature- En elTct, les trajectoircs des 
courbes p = const. sur une surface quclconquc dependent, coinme 
on sait (Ch. [II, n° 6 ), de I’^quation differcnticllc 

B da d^ = 0, 

qui, dans le cas des surfaces reglees, a pour integrale 
S dv = const. 

Si done on veut rapporter une sui'face I'dglec a ses genera- 
trices et ^ leurs trajectoircs orthogonalcs, on devra introduirc, a 
la place de u, le premier membre t de Pdquation pr( 5 c< 5 dcnte; il 
viendra ainsi 

(23 ) ds’^ = dt^ “H ( Ai if- -+■ 2 Bj t -r Gj ) dv“^ 

les coefficients A^, et C| ne dependant que de P5 d’ailleurs Ai 
ne differe pas de A. 

On pent transformer I’expression (22) de mani6rc k n’y laisscr 
figurer que des elements g^omdtriques remarquables. Rapportons, 
en effet, la surface k ses generatrices et 5 sa ligne dc striclion prise 
pour courbe directrlce (F) ; il suit dc la tout d’abord que le coef- 
ficient B sera nul, en vertu de la relation (20). Si, dc plus, on 
prend pour parametre p Parc o- de la ligne de striction, le coeffi- 



cient F sera le cosinus de Tangle V que cette ligne fait avec les 
generatrices; le coefficient G sera egal a Tunite et nous pourrons 
ecrire 

ds^ — + cosV c?cr)2-h -H sinSV) d>f5-, 

Mais, si Ton introduit le parametre de distribution k au mojen des 
relations (i3) et (i8)', qui donnent 

on arrive a cette forme entierement geometrique 

(24) ds'^ = {du H- cosV -h sin2 

Dans le cas particulier des surfaces developpablesj le calcul est 
plus simple encore : les generatrices etant les tangentes de la 
ligne de striction (arete de rebroussement), V est nul, A est egal 
au carr^ i : de la courbure de cette ligne, et il vient 

dc^ 

(25) 

Les r^sultats que nous venons d’obtenir jouent un r6le important 
dans la th^orie de la deformation des surfaces reglees. 


VI. — Lignes asymptotiques ; surfaces minima regimes. 

11. Nous allons former Tequation differentielle des lignes 
asymptotiques des surfaces rcglees, en partant des formules g^- 
nerales 

X — y = 71 -H |JLM, ^ = 

ou toutes les lettres ont les significations que nous leur avons 
attribuees au n° 6. 

Les coordonnees y, z de la surface etant des fonctions 
lineaires de w, leurs deriv^es secondes sont nulles; 

le determinant D est nul. L’equation des lignes asymptotiques 
se reduit a 


(2D'<3?W*4- = o. 
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-Le facleur 6gale a z^ro, donne <;> — const., c’est-a-dire les 
generatrices de la surface. L’autre systeme d’asymptotiqiies est 
defini par I’equation 




-^Vu 




, du 




2 y iL 

-0' V' 

-H [i."u 

IJ- 

+ 

11 

0 

'/ V 

K' K" 

-i-'/ u 

V 

-f- '/ w 1 


que nous ecrirons 

(26) 2D' ^H-Lzi 2 - 4 -M«-HN = o, 

en representant par L et N les deux determinants 


X 

X' 

X" 

X 

r 





, IX 



V 

'/ 


V 


C' 


et par M un determinant qui est la derivee de D' par rapport a 

Les quatre coefficients D^, L, M, N etant des fonctions de la 
seule variable la detei'mination des asymptotiques d^ une sur- 
face re glee depend d'une equation de Riccati, 

De la decoulent diverses consequences : 

Le rapport anharmonique de quatre solutions d’une equa- 
tion de Riccati etant constant, et u designant la distance d’un 
point variable d’une generatrice a un point fixe sur cette droite, 
on voit que si (C^ ), (C2), (C3), (C4) sont quatre asymptotiques 
fixes, mais quelconques, les quatre points P^, P^, P3, P4 oii 
elles rencontrent les dwerses generatrices de la surface ont 
mdme rapport anharmonique pour toutes ces generatrices, 
Cest ce qu’on enonce plus brievement ainsi : les generatrices 
d^une surface reglee sont dwisees harmoniquement par ses 
lignes asymptotiques. 

tP Si Von connatt t?'ois asymptotiques, onfes obtient toutes 
sans integration; si Vcn connatt deux asymptotiques, on les 
determine toutes an moyen d’une scale quadrature; si Von 
connatt une seule asymptotique, on les troiwe toutes par deux 
quadratures, Cela resulte des proprietes connues de Tequation 
de Riccati. 



xixut^Ci JUJio oujn.Jc>A.uj:i0 xxciU^j^eijqs* 




12 . Voici deux cas dans lesquels la derniere circonsLance se 
prdsente. Supposons d’abord que l’^quation(26) ne contienne pas 
de terme en et, par suite, se reduiseaune Equation lineaire. 
On pent supposer que le coefficient L, au lieu d’etre nul, tende 
vers z 6 ro; on voit alors, en prenant pour fonction inconnue Pin- 
verse de iij que u = oo est une solution de la propos^e : en 
d’autres termes, la surface admet une asymptotique rejetde tout 
entiere a Pinfini. Pour que L soit identiquement nul, il faut et il 
suffit qu’il existe trois constantes A, B, C telles que Pon ait 
toujours 

A X B |j. -H G V = 0 , 

c’est-a-dire que les generatrices soient paralleles au plan 
Acc -H By H- = 0. 

La surface est une surface a plan directeur. Nous avons dej^ 
Li'aite ce cas directement (Ch. VIII, n® 8). 

Supposons maintenant que Pequation (26) ne contienne pas de 
terme constant, c’est-a-dire que N soit nul. Gela signifie que la 
courbe (F), lieu dii point (?, vi, Q, est une asymptotique de la 
surface. En effet, le determinant N etant nul, il existe deux fonc- 
Lions P et Q de la variable p, telles qu’on ait identiquement 

X = Pr'+- Qr p. = QV', V = PC' -4- QC. 

Ces formules expriment que la generalrice (X, p, v) est contenue 
dans le plan osculateur a la courbe (F) et que, par suite, le plan 
tangent a la surface se confond avec ce plan osculateur : ainsi (F) 
est une asymptotique. R^ciproquement, les formules 

Oil P eit Q sont des fonctions arhitraires de p, representent n 
toutes les surfaces reglees qui adrnettent pour ligne asympto- /: 
tique la courbe (F), lieu du point (I, yi, ^). De ce nombre sont les 
surfaces form^es par les normales principales d’une courbe 
gauche; cette courbe est une de leurs asymptotiques. 

Consid^rons enfin une surface engendree par la droite qui joint 
chaque point d’une courbe gauche (F) au centre de la sphere 
osculalrice en ce point. On connait, bien .qu’elle ne soit pas mise 
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immddiatement en Evidence par [’equation difFdrentielle (26), 
line ligne asymptotique de la surface : c’est le lieu des centres 
des spheres osculatrices de (F). En efifet, cette courbe etant 1 ’arete 
de rebroussement de la surface polaire de (F), son plan oscula- 
lenr, qui est le plan normal de (F), reste constamment tangent a 
la surface consideree. 

13- Nous rattacherons a I’equation (26) le r^sultat suivant : 

Th^oreme. — niielicoide d plan directeur est la seule sur-- 
face reglee reelle qui soil en meme temps une surface minima. 

En effet, les surfaces minima etant caract^ris^es par la propriete 
d’avoir en tous leurs points leurs asymptotiques rectangulaires- 
sur toute surface r^glee minima une famille d’asymptotiques est 
formee paries trajectoires orthogonales des generatrices. Or, en 
chaque point d’une telle asymptotique, le plan osculatenr est 
tangent k la surface; par suite, la gen^ralrice qui est issue de ce 
point est situee dans ce plan, ce qui exige qu’elle se confonde 
avec la normale principale de la ligne asymptotique. Ainsi toute 
surface regime minima, s’il en existe, est le lieu des normales 
principales d’une courbe et m^me d’une infinite de courbes. Mais, 
d’apres une proposition connue (Ch. IX, n° 11), deux asympto- 
tiques quelconques interceptent sur toutes les generatrices des 
segments de m^me longueur. Si done nous rapportons les sur- 
faces chei'chees a leurs generatrices = const.) et a une asym- 
ptotique prise pour courbe directrice, chaque asymptotique aura 
une equation de la forme u = const. D’apres cela, I’equation (26) 
devra se reduire a dudv = o. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut d’abord que L soit nul. Or la 
condition L = 0 exprime (n® 12) que la surface est a plan direc- 
teur. D’ailleurs, toute courbe dont les normales principales sont 
paralleles a un plan est une heiice. Car, ce plan etant pris pour 
plan des xy^ on a, par hypothese^ y' = o ; et, en vertu des formules 
de Frenet, y est constant, e’est-a-dire que les tangentes font un 
angle constant avec I’axe Oz, ce qui est une propriete caracte- 
ristique de I’helice (Ch. V, n® 4). 

Toute asymptotique d’une des surfaces cherchees est done une 
heiice. Si nous prenons pour parametre p Fare de la section 
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droite (S) dii cjlindre qui porte cette helice (F), la coordonn^e ^ 
d’un point de (F) pourra etre prise proportionnelle a Fare corres- 
pondanL ^ et nous aurons, avec nos notations habituelles, 

V = 0, v' = o, v" = o. 

D^s lors, le determinant D'', qui doit ^tre nul quel que soit z^, 
se reduit a 


I S" + y u 


I I' + X'it 

|JL 7)'-H (X U 


= m [( fJL X"— X |Jl" ) w H- Xt]" ] . 


o o m 


En particulier le coefficient de u doit etre nul, ce qui donne 

(xX' — Xfx' == const. 

Or X et [JL sont respectivement les cosinus a' et de la normale 
principale a la section droite (S). Lesformules de Frenet donnent 
en consequence 

do ~ Ri “ Ri ’ do ~ Ri “ Ri ’ 


Ri eianl le rajon de courbure de la section. On a done 


{XV-X|X': 


Ri 


I 

Rl’ 


ce qui inontre que Ri est constant, ou que (S) est un cercle. 11 suit 
de 1^ que la seule surface regime reelle qui puisse ^tre une surface 
minima est rheiicoi’de a plan directeur. Or, nous savons qu’iljouit 
bien de cette propriete (Ch, VIII, n” 7), cequi acheve la demon- 
stration du theoreme. 
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CHAPIIRE XI. 

ARCS, AIRES ET VOLUMES. 


I. — Formules de rectification; premiers exemples. 

1. Nous avons ddfini au Chapitre II 5) la longueur dhin 
arc de courbe, plane on gauche. Rectifier un arc, c’est ^valuer sa 
longueur, c’est-a-dire calculer TinUgrale 



ofi dx^ dy^ dz sont les difFerentielles des coordonn^es rectangu- 
laires d’un point de Fare, Ua et Ub les valeurs que prend k son 
origine et a son extr^mile le parametre u^ en fonction duquel 
sont exprimees y^ z, 

II convient de voir ce que devient Tdlement de cette intdgrale 
quand on se sert des deux sysLemes de coordonn^es les plus usit^s 
apres les coordonnees cart^siennes. 

Pour calculer la forme quadratique 

( 2 ) ds^ = dx^ H- dy^ n- dz"^ 

dans le sysl^me des coordonnees semi-po laires ^ 0, z^ rappelons 

les relations bien connues 

(3) a7=7'cos0, ^=rsin6. 

En les differentiant, on trouve 

(4) dx^-^dy^= \^d{r cos6)]2h- [(^(r sin0)]2 = r^d^^^ 

d’ou resulte imm^diatemenl 

ds^= dr^ -H r2 d^^ dz-. 
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Si Ton emploie les coordonnees polaires de Vespace p, 9, on 
partira des relations 

(6) a? = p siinj^ COS0, j/ = p sin^j^ sinO, ^ = pcostl;, 
qui, rapprochdes des Equations (3), donnent 

r = psin4^, 5 = pcost{;. 

Par suite, en appliqnant la formule (5), on trouve 

ds^ = [^i?(p sin4')]^-i- p2 sin^i}; ^j?02_j- [<i(p costj;)]^. 

On ach^ve le calcul en se servant de I’identite (4), ou Ton rem- 
place r par p et 9 par ce qui donne finalement 

(7) ~ ^p2_{_ p2^,|;2_}_ p2 sin2,l; ^02, 

D’apres la fa^on meme dont nous avons mis I’expression difFe- 
rentielle (2) sous les formes (5) et (7), ces derni^res expressions 
n’auraient change en rien, si les coordonnees y, ^ avaient 616 
entierement independantes les lines des autres, auquel cas la 
forme (2) est dite element lineaire de Vespace. Si Tony remplace 
z par des fonctions de trois variables independantes w 
{coordonnees cur^ilignes de Vespaoe)^ il vient 

-h du dp 4- 2 (Sa?J,a?'^) dp dw -h dpp du, 

cL nous avons vu, a propos du theordme de Dupin (Ch. IX, n" 12), 
qne les trois ideritites 

= o, = 0, =: 0 

expriment la proprieLe des surfaces coordonnees u = const., 
P = const., pp = const., de former un triple orthogonal. 

Or les trois formes (2), (5) et (7) presentent ce caracLere com- 
mun de ne contenir que les carr^s des difft^rcntielles qui y figurent. 
L’evanouissement des termes rectangles tient k ce que les trois 
s}'stemes de coordonnees que nous avons employes sont des sys- 
t^mes triples orthogonaux (Gh. IX, n® 11). 
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2. Avant de rectifier quelques courbes planes remarquables, 
nous rappellerons deux resultats anterieurs (Ch. IV, n° 9). 

Une cyclo'ide etant repr^sent^e par les Equations 

cc a{u — sinw), y z=i a{i — cosm), 

nous avons trouv^, pour la d^riv^e de son arc, 

ds . ii 

— = 2a sin — • 
du 2 

D’apres cela, la portion de courbe comprise entre le sommet S 
(a = Tc) et le point M de parametre u a pour longueur 

r^'.u u 

8=: 7. a I sin - aw = 4 cos - • 

Mais, la difference z des ordonnees de S et de M etant 

^ = 2a — a(i — cos a) = 2 a cos® ~ , 

on a = 8 as, ce qui permet de construire s. On voit en outre, 
en faisant jz=:: 2 a, que la longueur d’une arcade entiei'e de la 
cycloi’de est egale a huit fois le rayon du cercle generateur. 

Au meme endroit nous avons rectifie la chatnette. 


II. — Rectification des courbes unicursales. 


3. Une courbe unicursale est une courbe dont les coordon- 
nees peuvent etre exprimees par des fonctions rationnelles d’un 
parametre. Si la courbe est plane et d’ordre on aura 


( 8 ) 


C(a} ^ G(w) 


en designant par A, B, C trois polynomes entiers en a, du de- 
gre m, sans diviseur commun. De plus, ces formulas font corres- 
pondre a chaque point simple (^r, JKr) de la courbe unc valeur 
unique Ur du parametre de sorte que, si Ton appelle A', B', QI 
les d^riv^es de A, B, C, prises par rapport a a, I’arc s compris 



ARCS, AIRES ET VOLUMES. 


2 i 3 


entre deux points et (^25^2) est reprdsent^ par I’int^grale 


( 9 ) 


r *= r 


/(AG'— GA'p-f- (BG'— GB')2 
G2 




dont les liniites sont parfaitement determinees. C’est la une int^- 
grale hyperelliptique dont le radical porte sur iin poJyndme du 
degr^ 4 (m — i). Mais, quand la courbe pr^sente certaines parti- 
cularit^s, notamment quand elle coupe la droile de I’infini aux 
points cycliqnes, le polynome sou mis au radical admet des fac- 
teurs bindmes multiples que I’on peut faire sortir au moins par- 
tiellement du radical; c’est ainsi que la rectification de certaines 
courbes depend seulement d’integrales elliptiques, ou meme d’in- 
iegrales jdIus simples encore, comme on le verra dans pliisieurs 
des exemples qui vont suivre. 


Cercle, — 
for mules 


Tout cercle de rayon R peut 6tre repr^sente paries 


X = a 


(1 — w2)r 
T-HZ42 ' 


y ^h-\- 


2 R 

I -4- ’ 


d’oti I’on deduit imm^diatement 


_ R /i6z42-h 4(i — ^^2^2 _ aR(r -H £^2) ^ 2 R 

du (l -f- "" (14- £42)2 “ TIw?’ 

Le mc^canisme de la reduction, qui remplace ici une intdgrale el- 
liptiquc par un arc tangente, se manifeste avec Evidence. 

Parabole. — Toute parabole du second degre ^tant tangente 
a la droite de I’infini, on reconnait facilement que, quand ses coor- 
donnees sont mises sous la forme (8), leur ddnominateur com- 
mun C{u) est un carr^ parfait. Or il est visible sur la formule (9) 
que, si le polyndme C et sa derwee G' ont un facteur bindmc 
commun, on peut faire sortir ce facteur du radical, Dans le 
cas present, le radical ne portera plus que sur un polynome du 
second degre. 

On peut arriver autrement a la m^me reduction. En eCFet, quand 
le polynome C(m) a toutes ses i^acines egales, on peut exprimer 
les coordonnees x et y par deux polyndmes entiers; il suffit 
d’op^rer sur le paramdtre u une transformation homographique 
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telle qu’a I’unique racine de C correspondej pour le nouveau pa- 
rametre une valeur infinie. Alors el y deviendront des poly- 
n 6 mes entiers en et le radical qui figure dans la relation (9) ne 
portera plus que sur un polynome du degr^ 2(772 — i). 

Pour la parabole, il suffit de partir de [’Equation 

y^ = 

et de prendre comme variable. On trouve ainsi 

P dS _j„ 

En integrant par parties, on d^duit facilement de la 

^ ^ £ j y-^\/y^-+p^ . 

2 ° P ^ 

Parc s est compt 6 a partir du sommet de la parabole. 


4 . Ellipse, — L’^quation de I’ellipse, rapport^e k ses axes de 
sym^irie, etant 



si Ton prend pour variable on trouve 


ds ~ 




a* — 

— 072 


dx 

a 




Integrant k parlir du sommet de droile (x = a, y = o), nous 
avons 



a» — qS ^2 

slJa^ — x^) — c^x^) 


dx^ 


ce qui est la difif^rence des deux int^grales elliptiques, Tune dc 
premiere, I’autre de seconde espece. 

Si 1 on pose avec Legendre x = a simp, la relation prdcddente 
prend la forme plus simple 


^ = / y/ 1 — sin2 cp d^^ 


ou e d^signe 1 excentricite de la courbe. Le d^veloppement du 



ARCS, AIRES ET VOLUMES. 


2 i 5 


radical par la formule du bin6me donne lieu a une s^rie unifor- 
m^ment coavergente, quelle que soil la valeur de cp, 


i/ 1 — sin2 9 = I — 1 sin^ o sin* 

^ 2 ‘ 2.4 


1-3 « . « 

CD sm®cp • 

^ 2.4.6 ^ 


I .3. ..(271 — 3) 
2.4.6. ..27^ 


e^n sinS'^cp — . . . . 


On peut done integrer le second membre terme a terme, ce qui 
donnera Parc developpd suivant les puissances de Texcentricit^. 
Calculous par ce inoyen la longueur totale E de I’ellipse 


ia C \/\. — sin^cp 


Par Temploi r^iter^ de la formule connue 


o £3?cp : 


T.3.5...(271 — 1 ) Tt 

2 . 4 . 6 ... 2 74 2 ’ 


on trouvera le perimetre cherche 




Remarque. — On peut souvent prendre pour longueur ap- 
prochee (Rune ellipse celle Rune circonference dont le dia~ 
metre seraic egal d Vexces du triple de la moyenne arithme- 
tique des demi-axes sur leur moyenne giomitrique- En effet, 
la longueur de ceLte circonference 

C=^(3 

peut ^tre ecrite de la facon suivante 
C = Tta (3 * 

Or, si I’on effectue les developpements des radicaux, on trouvera 


a "4~ 1) 

^2 



5 6 ® 

2 ~ 


16 

32 

256 



CO 

76® 

77 

y CLO = 

4 

32 

128 

2048 
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Ces valeurs, portees dans I’expression de C, reproduisent les 
qaatre premiers termes de E; la dilFerence entre E et C est done 
de I’ordre de e®, ce qiii perinet de la negliger, au moins pour les 
ellipses de faible excentricit^. 

5. Cubiques circulaires, — On appelle circulaires les courbes 
qui passen t par les points cycliqnes. Tandis qne, pour une cubique 
imicursale quelconque, le radical qui figure dans la formule ( 9 ) 
porte siir un polynome du huitieme degr^, V arc das cubiques 
unicursales circulaires depend d'une integrale elliptique. 

En efTet, toute cubique imicursale a im point double, qui ne 
pent etre rejete k Pinfini quand la courbe est reelle et passe par les 
points cycliques. On peat done meltre I’origine au point double, 
et, si Ton prend I’axe desy paralUle a I’asymptote reelle, Tequa- 
tion g^nerale des cubiques unicursales circulaires sera 

^hxy -h = 0, 

a, 6 , c d^signant des constantes. Sil’on pose 

y=iux^ T(w) = 2 4- c, 

on trouvera imm^diatement 

T uH 

X = y y Z=Z 

1 -h i-h u- 

Differentiant et ddsignant par T' la derivee dc T, nous avons 

dx __ (t H- 2 wT dy _ u(i^ m2)T'-i-(i — u^)T 

du~~ (iH- w2)2 ’ ( 14 - 

Faisons la somme des carres et simplifions; il viendra 

Le num^rateur du second membre est seulement du quatri^me 
degr^, ce qui prouve notre assertion. Parmi les courbes consid^- 
rees figurent les strophoi'des obliques ou droites, ainsi que les 
cisso’ides, qui correspondent au cas ou le trin 6 me T est un carrd 
parfait. Dans ce cas, Parc s’exprime sans integrale elliptique : on le 
voit en faisant T = a{u — /i)^. Si h est nul, la cissoide est droite. 
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6. Epicycloides, — On appelle epicycloide la conrbe que de- 
crit un point d’un cercle qui roule snr un autre cercle, Quand les 
rayons des deux cercles ont line commune mesure, V epicycloide 
est unicursale. Prenons en effet pour orJgine des coordonnees le 
centre du cercle fixe, pour unite de longueur son rayon, et soit m 
le rayon du cercle mobile. Si ce cercle roule exterieurement sur 
le cercle fixe, les coordonnees de P^picycloi'de seront repr^sentees, 
en fonction d’un angle auxiliaire cp, par les formules connues 

07 = (i-H m) cosmep — m cos(i -h 
=z= (t 4- m) sin mep — jn sin (i -+- 

Si le cercle mobile roule interieurement sur le cercle fixe, e’est- 
a-dirc dc telle facon que les deux centres soient du m^me cote de 
la tangenle commune, F^picycloide a pour Equations 

07 r= (1 — m) cos/?i(p -i- m cos(i — ^2)9, 
j/* = (i — in ') sin 7?29 — m sin (1 — m)©. 

On lui donne aussi, dans ce cas, le nom dJhypocycloide. Soit q 
le d^nominaleur de la fraction m, suppos^e irr^ductible. 11 suffit 
^videmment de prendre comme nouveau parametre 

u = tang-i-? 

pour que x y deviennent des functions rationnelles de u, 

Je dis maintenant que tout arc d^ epicycloide exprime alge^ 
briquement en fonction des coordonnees de son extremite. II 
suffit de le verifier sur les formules (E), les equations (H) se dedui- 
sant des precedentes par le changement de m en m — i . Or, on a 

dx = — 772(1 H- 772 )[ sin 772 9 — sin (iH- 772)9] ^9, 
dy = 772(14- 772) [cos 772 9 — cos ( I 4- 772)9] ^^9 ; 

d’ou Pon conclut imm^diatement 

ds- = 2 7722 (l 4 - 772)2(i OOS 9) C?92 = 47722(1 -1- 772)2 sin® 2 . 

Extrayant la racine carree et integrant, on trouve 





S = 4772(1 H- 772 ) 
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les angles (Dq et cp correspondant respectivement a I’ongine et a 
I’extremite de I’arc cherch6. On voit que sa longueur s est une 
foncdon algebrique des coordonn^es ^ ety de son extremity ; car 
coscp, tire des Equations (E), est une fonction lin^aire de 

Nous citerons, comme exemple d’^picycloidcj la courbe appelee 
cardioidCj qui est un cas particulier du limacon de Pascal et qui 
est representee par les formiiles (E) qiiand on y fait m = i* C’esL 
une quartique qui a un point de rebroussement, et qui admet 
coxnme points doubles les points cycliques. Mentionnons encore 
une autre quartique, Vhypocycloide d trois rebroussements^ 
qui touche la droite de I’infini aux deux points cycliques, et 
qu’on obtient en faisant m = \ dans les Equations (H). 


III. — Arcs en. coordonn^es polaires. 


7. Une courbe plane ^tant rapport^e k des coordonnees polaires, 
la differentielle de son arc est donn^e, d’apres ce que nous avons 
vu ail n° d , par la formule 

(lo) ds = 

oil il n’est pas n^cessaire de specifier la variable indcpendante, a 
raison de la regie connue pour le changement de variable sous Ic 
signe d’integration . 

Spirale logarithmique. — Cette courbe, dont I’equation est 

r = 

admet Poriginedes coordonnees comme point asymptote; oir voit, 
en effet, que si la constante ni est positive, ce qu’on peut toujours 
supposer, le rayon vecteur r ne devient mil que pour 9 = — oo. 
La courbe presente une infinit(S de spires qui s’enroulent autourde 
I’origine. N^anmoins, Fare compris entre ce point asymptote O et 
un point M d’angle polaire 9 a une longueur finie. En effet, la for- 
mule (lo) donne ici 

ds ^ ad ~ ^ j -i- ni^ dr. 
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Integrant a partir de r == o, on trouve, pour I’arc OM, 

r\J IH- 

5 = 

m 

Si, main tenant, on m^ne la tangente en M, et le rayon vecteur per- 
pendiciilaire a OM, ces deux droites se coupent en un point T ; le 
segment MT, que nous avons lvalue sous le nom de tangente 
(Cti. II, n® 2), a pour longueur 

r m 

Ainsi, Vai'C de spirale logarithmique^ compte ct partir du 
point asymptote^ est egal d la tangente en son extremiti, 

Cardioide, — La tangente de rebroussement ^tant prise pour 
axe polaire, I’equation de la cardioide est 

r = a(i — cosO). 

En appliquant la formule (lo), on trouve 

ds^ a 1/2 — *>. cos 0 = 2 a sin - d^. 

Integrant a partir du point de rebroussement, on a 
5 = 4a — cos = 8a sin^ 5 , 

ce qui montre que Fare est algebrique (n^^ 6). 

Lemniscate, — De I’^quation connue r-=a^cos 2 6, nous 
tiro ns 

0 = - arc cos ~ : 

2 

la variable inddpendante ^tant r, la formule ( 10 ) donne 

- a2 dr 
ds = ■ 

\/a ^ — r* 

Ainsi, la rectification de la lemniscate depend dhtne inti-- 
grale elliptique de premiere esp^ce. La courbe etant unicursale 
et du quatrieme ordre, si Ton exprimait ses coordonn^es en fone- 
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tions rationnelles d’un parameire w, le radical qui figure dans la 
valeur de ds devrait porter snr iin polynome dii degre 12 . La re- 
duction, qui tient aux propri6tes particnlieres de la lemniscalc 
relalivement aux points cycliques (n° 3), s’est oper^e d’elle-m^ine 
grace a I’emploi des coordonnees polaires. 

Posant r = a y'l— 7^, on arrive a la forme canonique 

a dt 


ds = 


Integrant a partir d’un sommet de la courbe (/ 0 ), on aura 

^ dt 

L’inversion de cette int^grale donne, comme on sait, 


, 5 /‘2 

j? = sn -^9 


r = a cn -- — ? 
a 


les notations ^tant celles de Jacobi; le module est 
Autre example* — Considerons enfm la sextique 

Son equation en coordonnees polaires peut s’ecrire 




I 

0 = - arc cos — • 

3 2 

En appliquaut la formula (lo), on trouve 

ds = -^^ = -jL^ 

\/4 — 4/4 — I 

d’ou I’on tire, en comptant les arcs a partir du point triple, 

1 , 

^ Pv'^J ^ 2 j ^3)5 

les notations sont ici celles de M. Weierstrass; les invariants on t 
respectivement pour valeurs ^2 = o, = i . 



IV. — Int^grales doubles; aires planes. 


8. Toute PeLiide des aires esl fondle sur deux importantes pro- 
positions d’ Analyse, que nous nous contenterons de rappeler. 

Thi^ioreme I. — Etant donnee une fonction conti- 

nue par rapport aux deux variables x et y dans toute une re- 
gion finie {Qj)du plan des xy^ on trace sur ce plan un reseau 
de par alleles x = Xr y=ys clux axes de coordonnees^ les 
nomhres Xr allant tons en croissant ou en decroissant quand 
V indice r augmente, de meme pour les nomhres ys et l^ in- 
dice s\ on considere toutes les mailles du reseau qui out leurs 
quatre sommets d V interieur ou sur le perimetre de la re- 
gion {C) et Von forme la somme double 

r,s 

oil ^'ont les coordonnees d\in point pris arbitraire- 

nient d V interieur ou sur Le contour de la maille limitee par 
les quatre droites x = Xr, x = y =ys+i • 

Si Von fait tendre tons les inte/valles Xr^\ — Xr-, ys^\ — ys 
vers zero, suwant une loi quelconque, tandis que leur nombre 
augmente indefiniment^ les dwerses sommes S arrwent d dif- 
ferer aussi peu qidon veut les unes des auires- 

C’est I’line quelconque de ces sommes, aussi voisines qu’on 
veut, que Ton appelle Vintegrale double de la fonction F i^x^ y)^ 
etendue d la region (G), et que Ton represente par le symbole 

(ii) C C ¥{x,y)dxdy. 

d J(C) 

On peut, pour ^valuer cette integrate double, sommer d'abord 
tous les (Elements qui correspondent a une m^me valeur de Tim 
des deux indices, r par exemple, puis r^unir les r^sultats par dels 
relatifs aux diverses valeurs de r; c’est ce que Ton expiuzne brie- 
vement en disant qu’o/2 int^gre d'abord par rapport d y^ en 
laissant x constant, puis par rapport d x. 
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Th^ioreme IL — Si Von exprime x et y par des fonctions 
bien ditenninees de deux nou^elles variables 

(12) p), 

de telle sorte qiCct tout point de la region (C) corresponde un 
seul point de la region da plan des 119 que Von fait corres- 
pondre d celte region (C), Vintegrale (i i) prend la forme 
equwalente 

les fonctions x et ainsi que lenrs derhees partieUeSj etant 
remplacees par leurs expressions tirees des I'elations ( 12 ) et 
la sommation s^etendant d toutes les mailles da plan des 
dont les sominets correspondent d des points {x^y) situes d 
Vinterieur oii sur le perimetre de La region (C). 

Ce tli^oreme, combine avec la remarque qui suit le pr<5cedcnt, 
fournit nn moyen, tres fr^quemment employe, d’^valuer les inle- 
grales doubles. 

9. Definition , — Une region (C) etant delimitee dc Louies parts 
sur un plan, tragons sur ce plan un reseau de droites parall6les a 
deux axes rectangulaires Ox, Oy, et summons les aires de tons 
les rectangles du rdseaii qui ont leurs sommels a Fintdrieur ou sur 
le contour de la region (G). Le nombre dc ces rectangles crois- 
sant indefiniment, et les dimensions de chacun d’eux tendant 
vers zero, la somme de leurs aires deviendra Fint(§grale double 



Par definition^ cette integrals est Vctire de la region (C). 
Pour que cette definition soil acceptable, il faut pi'ouver que I’in- 
tegrale ci-dessus a une valeur independante de la direction des 
axes. A cet effet, exprimons-la au moyen de nouvelles coordon- 
nees x^, y^, Les formules ( 12 ), qui sont ici 


rr? = a -h cosa — yi sin a, 
y -hxi sina -^yx cosa, 



donnent Vunite pour valeur du determinant fonctionnel de ^ ety 
par rapport a et de sorte que I’int^rale (i4) devient 



Or c’est precis(5ment a cettc inl^grale double que conduit lasom- 
mation dcs mailles dont les c6tes sont parall^les aux axes des x^ 
et des Ainsi V aire d^une J'egion est La somme de toiites les 
mailles qui y sont decoupees par un reseau qiielconque de 
droites rectang ulaires. 

Get enonc^ est encore valable quand les mailles du reseau sont 
des quadrilatcres curviiignes. En effet, si Ton remplace sous les 
conditions du th^orcme 11 (n*^ 8) les variables x^ y par des coor- 
donnees curvilignes p, I’aire de la region (C) sera representde 
par Fintegrale double 

Or si Ton r(5duit la region (C) a la maille (m) comprise entre les 
quatrc courbcs coordonnees w, u -h du, 9 -^d^, on voit que 
Ton obticndra Fairc de cctte maille en calculant Tint^grale 


r r /dxdy dx cj/N 


OW 


ou les differentielles Sz^, Sp sont incomparablenient plus petites 
que du ct d 9 . Mais, d’apres une propridte connue, cette integrale 
pent etre ecritc 


r r 

\du dv dv du) a J 



dx dy 
du dv 


dx o>^\ 
dv du/Q 


du dv, 


I’indice o designant une valeur que le determinant fonctionnel 
prend en un certain point de la maille (m). Or la substitution de 
cettc valeur moyenne a cello quele determinant acquiert au som- 
met (u, 9 ) de la maille n’inQue pas, d’apres la definition de I’in- 
tegrale double (n° 8), sur la valeur de I’integralc (i5). On est done 
en droit de dire que Vaire dhine region est la somme des aires 
des mailles qui y sont decoupees par un reseau cujviligne 
qiielconque^ 
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Revenant alors au th^or^me II da n® 8 , on peut I’enoncer brie- 
vement ainsi : Uintegrale double d’ ujie fonction F(^', y) 6ten- 
due a une region (G) est la somme des aires des mailles que 
decoupe dans cette region un reseau curviligne quelconque, 
multipliies chacune par la ojaleur que la fonction F prend 
en un point arhitr air e de leur interieur ou de leur contour, 

Remarque, — L’op^ration qui consiste a ^valuer Paire d’une 
surface a ^te appel^e la quadrature de cette surface par les an- 
ciens geometres, qui cherchaient a construire un carr^ Equivalent 
a la surface proposee. On voit que cette opEration exige, cn gE- 
nEral, le calcul successif de deux intEgrales simples, dont la pre- 
miEre contient dans son ElEment diffErentiel une variable consi- 
dErEe comine une constante indEterminEe, x par exemple, si Ton 
intEgre d’abord par rapport ay, el dont les limites sont des 
fonctions de cette meme variable. Les difficultEs qui resultent de 
1^ peuvent souvent Etre Evitees par Pemploi de coordonnees cur- 
vilignes convenables. 


V. — Aires des trapezes mixtilignes plans. 

10. fitant donnE, dans un plan rapportE a deux axes rectangu- 
laires, un trapeze mixtiligne (T) ayant pour bases deux ordonnEes 
x~x^ et ^ = X (X ]> ^ 0)7 pour c 6 tEs les segments qiie ces deux 
ordonnEes interceptent, d’une part, sur Paxe des d’autre part 
sur un arc de courbe reprEsente par PEquationy z= f{x)^ Paire de 
ce trapEze est exprimEe par PintEgrale double 



Integrant d’abord par rapport \ y (n® 8 ) entre les valours 
limites qui, pour chaque valeur de x, sont respectivemenl zdro 
y iious trouvons 

/%X 

('7) A = / f{x)dx. 

La quadrature de i^aire considEree se ramene done immEdiate- 



ARCS, AIRES ET VOLUMES, 


225 


inenL a revaluation d’une integrate simple; de la vient la syno- 
nymic de ces deux lermes, employes indiff^remment Tun pour 
I’antre cn Analyse. 

Si les axes de coordonnees sont obliques et font entre eux un 
angle \y il faiit concevoir un sysleme auxiliaire d’axes rectangu- 
laires O^, Ori, d’ou Ton passe au systeme oblique O^, Oy, En 
vertii des formulas de transformation de coordonnees qui con- 
vienncnt a ce cas, le determinant fonctionnel de ? et de r,, par 
rapport k x eVh y^ cst cgal a sinX. L’intcgrale (i6) devient alors 

(iCy A = / / sinA = sinX / / dxdy, 

tA (T) J t/(T ) 

ce que Ton pent encore ecrii'e 



Remarque. — Nous avons implicilement suppose I’ordonnee 
fi^x) positive entre Xq ct X; si elledlait negative, on devrait, pour 
avoir line aire positive, la rein placer par sa valeur absohie — /(^)- 
Si la courbey = /('^) tuaversait plusieurs fois I’axe des centre 
les ordonnees Xo et X, I’iiitdgrale de la valeur algebrique de 
prise entre les limites x^i et X, repre^senterait la difference entre 
la somme des aix'cs situees au-dessus de I’axe des x et celle des 
aircs situees au-dessous. 

11 . Aires polygonales . — On evalue d’aboi'd I’aire d’un triangle 
rectangle cn faisant /(^‘) = : a, jro=o, IL — a dans la for- 

mule (17)* On trouve ainsi 



a ct b designant les deux colds de Tangle droit. On passe au cas 
gdneral cn sommant deux triangles rectangles. 

Pour Je parallelogrammc, on applique la formule (*7)^ Ees 
coles a et b faisant I’anglc \ on pose /(^) = 6, ^0 = o, X = 
ce qui donne 

ah sinX. 

On cst alors cn mesiire d’cvaluer toutes les aires polygonales. 

R. i5 
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Cercle, — Pour ^valuer Taire du segment compris entre deux 
cordes paralleles ^ = ,ro et ^ == X du cercle qui a pour equation 

y = sla?~x^-, 

il suffit, d’apres ce qui precede, de doubler I’int^gralc positive 

r i/ — 2c^dx ^ H- arc sin 2T . 

Jx, ^ L ^J.ro 

Avec 0 , X — a, on trouve iza- pour aire du cercle entier. 
Ellipse. — L’equation de I’ellipse etant mise sous la forme 


7^2 


le segment d’ellipse compris entre les deux cordes x “ .ro, x 
s’obtient en miiltipliant par bla Paire du segment de ccrclc quo 
nous venons d’evaluer; par suite, Paire de Pellipse entiere esl izaO. 

Hyperbole. — L’^quation de Phyperbole rapport6c a scs axes 
etanl mise sous la forme 

h , 

a 


le triangle mixtiligne SPM, qui a pour c6tes rcctilignes Paxe trans- 
verse SP et Pordonn^e PM (^x = X), pour cotd curviligne Parc de 
conrbe SM compris entre le sommet et Pordonnee X, est mcsurc 
par I’intcgrale 


/X ^ 

- = — X a- * 

a 2 a ^ 


ab X ■ 

— lOif — 




Or, le premier terme de A represente Paire du triangle recli- 
ligne dont les trois sommets sont M, P et le centre 0 de la courbe ; 
par suite, le terme logarithmique mesure Paire du triangle curvi- 
ligne OSM (secteur hyperbolique). 

Si Phyperbole est rapportee a ses asymptotes, son equation 
etant alors xy = k“^ le trapeze curviligne forme par la courbe, 
1 asymptote (^x et deux ordonnees x ^ X, a pour airc 


A = sinX 



dx = /c‘^ sin X loff ~ ^ 
^ ^0 
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A designant Tangle des asymptotes. G’est a raison de ce r^sultat 
qii’on appelle quelquefois logarithmes hyperboliques les loga- 
rithmes neperiens. 

II importe de remarqner que si, laissant X constant, on faisait 
d^croiLre Xq de manien'e a rapprocher indefiniment Tordonnee ini- 
tlale de Tasymptotc Oy^ Taii'e A du trapeze hyperbolique croitrait 
sans limite. 

Parabole. — Soity-== 2 /?'^ Tequation d’une parabole rappor- 
tee a I’lin dc ses diametres et a la tangenle Oy a Textremite de 
ce diametrc. Le segment MOM', que d^taclie de la parabole Tor- 
donndc = X, a pour aire 

A = 2sinX j /a/?' = d sinX X®", 

\ designant Loujours Tangle des axes. Soil Y Tordonnee du point 
terminal M. On poiirra ecrire 

A = |xYsinX. 

Mais 2 XYsin)s ropr($sente, on Ta vu, Taire du parall^logramme 
construit sur la cordc MM'= 2 Y du segment consid^r^ et sur Tab- 
scisse X. Ainsi, le segment limite par un arc de parabole et sa 
corde vnut les deux tiers da parallelo gramme construit sur sa 
corde et sur sa Jleche (segment du diam^tre conjugal de la corde, 
compris entre elle et la courbe). 

12. Quand une courbe plane est d^finie par deux equations 

qui cn foiirnisscnt unc representation normale (Ch.I, n®® 1 et2) 
au moycn d’un parametre a, on peat se servir de cette variable 
auxiliairc pour evaluer Taire 



En effcl, a cliaque point de la courbe nc correspond, par hypo- 
these, qu’iine seule valour de u] soient et U les valeurs qui 
coxTespondent aux extremites du cot^ curviligne dn trapeze. La 
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fonction f\{u) n'ayant qu’iine valeur et admettant nne d<§rivee 
f\{u) dans rintervalle (z/q? U), on esL dans les conditions cxigees 
pour le changenienl de variable sous le signe d’int^gration, et Ton 
pent ecrire 


(i8) 




/2(«)/i(«) 


du^ 


formule dont nous allons faire des applications. 

Cycloide. — Partons des equations connues (Cli. IV, n" 9) 


a? = “ sin w), y =1 a{i — cosz/). 


Nous aurons k calculer I’integrale 


A = 



COSZZ)2 du. 


Pour ^valuer I’aire a partir de Porigine, qiii est un point dc re- 
broussement, jusqu’a I'ordonn^e qui repond a Tangle U, on dcvra 
faire Uq = o et Ton aura 


A = ^ j U — 2sinU -H ~sinU cosU^ . 

ATextremit^ de Tarcade, U est ^gal a 2 tc et A a STca-. Ainsi, 
Vaire totale comprise entre une arcade de cycloide et la base 
equivaut a trois fois Vaire du cercle generateur. 

Coiirbes unicursales, — Pour ces courbes, /^ {u) sont 

des fonctions rationnelles ; par suite, la quadrature de tout tra- 
peze ayant pour cote ciaviligne un arc de courbe uniciirsale 
depend de V integration dhine fraction rationneCle, 

Soit, comme exemple, la cissoide droite, d^jfinle cn coox'donn<5cs 
rectangulaires par Tequation 

— 2 <2^2— o. 

Elle a un point de rebrousseinent a Torigine, ou la tangcnte est 
Taxe des et adniet pour seule asymptote reelle la droite x=^a. 
En posanty = ux^ on trouve 




r = 




ydx=z 


8a2 u'*dLi 
(t"4- W2)3* 


X = 


I "+- Uf^ 



Pour avoir toute la courbe, il faut faire varier w de — co ^ + oo. 
Or rintdgrale 



dll 

(iH- 


est finie, parce que le nam^rateur de la fraction rationnelle est da 
qiiatrieme degrd, le ddnominateur du sixieme, et qne, de plus, ce 
denoininateur n’a pas de racine r^elle. En effectuant le calcul, on 
trouve que Vaire totale comprise entre la cissoide et son asym- 
ptote est egale ci C’est launexemple d’une region qui, bien 

quo s’etendant a I’lnfini, a une aire finie. 


VI. — Aires des secteurs plans. 


13. Un sectenr plan ^tantla portion de plan comprise entre une 
courbe et Ics deux c6t^s d’un angle, on est conduit, pour evaluei 
son airc, a employer an syst^me de lignes coordonn(5es dont fas- 
sent partieles droiles issues dii sommet de Tangle. Tel est, entre 
autrcs, Ic systeme des coordonnees polaires. Des formulas de 
transfoimiation (3), on deduit 

dx dy Ox dy ^ 

Or <JG OQ Oj' ^ ^ ^ 

de sorte que Tintegrale (i6) devicnt 


Si: 


r dr d^. 


Integrant d’abord par rapport a r (n®8) enlre les limites qui, 
pour chaque valeur de 9, sont respectivement o et le rayon vec- 
tcur r = /(9) de la courbe qui termine le secteur, nous aurons 

I 

(19) ^ = 

^ o« 

Oo et @ etant les angles polaires des cutes rectilignes du secteur. 
II faut naturellement, pour que cette formula alt un sens, qu’a 
chaque valeur de 0, comprise entre les limites de Tint^gration, ne 
corresponde qu’une seule valeur de r. 
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Consid^rons, par exemple, la lemniscate, qui, rapportee a son 
point double et a Tun de ses axes de sym^trie, a pour equation 

cos 2 0. 

L’aire du secteur compris entre I’axe polaire, la droite 9 = 0 et la 
courbe est mesuree par I’int^graJe 

A= — / cos 2 0 ^^6 = -7- sin 2 0. 
a Jo 4 


Pour avoir Paire entiere comprise a Finterieur de la coiirbc, il 
faudrait aj outer les deux int^grales 





COS2O JO, 


BTT 


— f COS 2 0 JO, 


4 


le rayon vecteur 7’n’etant r^elque pour les valeurs de 0 comprises 
entre leslimites de chacune d’elles. II revient au m6mc de fairc 0 

egal a ~ dans l’integralepr6c(§dente et dequadruplcrleresultat, ce 
qui donne comme aire to tale. 


14. Quand on connait, pour la courbc qui limitc le secteur, 
une representation normale (Ch. I, n”® 1 et 2) 

on pent transformer Fintegrale (19) qui mesure le secteur. Des 
relations (3) resulte Fidentite usuelle 

/•2 =z X dy — y Ja?, 

en vertu de laqiielle Fintegrale A devient 


( 20 ) 


A = Jy —7 dx). 


Dans cette formule x et y sont supposes remplaces par Icurs ex- 
pressions en fonction du parametre u] leurs differentielles sonl 
prises par rapport ku \ les Hmites de Fintegration sont les valours 
Uq et U qui correspondent, pour le parametre aux limitcs 
et 0 de Fintegrale (19). 



Ce qui pr^c^de s’applique notamment aux courbes unicursales, 
et conduit a im calcul iin peu plus simple que Temploi de la for- 
miile (i8). Reportons-nous, en effet, auK relations (8) et soient 
A', B', G' les d^rivees de A, B, G par rapport a u. Pour evaluer 
I’aire d’un trapeze en partie termine par la courbe unicursale (8), 
nous aurons a integrer la fraction rationnelle 

^ (lx _ B(GA'— AC) 

G3 

Pour I’aire du secteur, on devra integrer celle-ci, 

dy ,dx _ ArCB'— BG') B(GA'— AG') _ AB'— BA' 

^ dll ^ du G-J G3 “ G2 ’ 

dont le denominateur est le carr^ du polyn6me G, tandis que la 
preccdcnte avait pour denominateur C^. 

15. Voici encore nne expression d’une aire sectorielle qui peut 
parfois servir. On a identiquement 

~ dO =:= - r L=r -h dd = - r sin V ds. 

Nous avons mis en (Evidence le sinus de Tangle V que fait la 
tangente au point M (r, 0) avee le rayon vecteur (Gh. IV, n® 7) 
ct la differcntielle de Tare ^ termini en M. Or le produit rsinV 
mesurc la longueur A de la perpendiculaire abaissee du p6le sur la 
tangente cn M; d’oii r^sulte la formule 



que sa signification gciometrique rend presque intuitive. 

Appliquons-la au secteur compris entre la parabole 
son axe SF ct le rayon vecteur qui va du foyer F au point P d’or- 
donnee Y. SijK dt^signe I’ordonnee d’un point M de Tare SP, la 
perpendiculaire abaissee du foyer sur la tangente en ce point a, 
comme on salt, son pied Q sur Faxe Oy, en un point dont For- 
donnec est la moiti^ dey. On a, par suite, 


/i=: FQ = ~ /y® 
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D’autre parf, nous avons troiive (n“ 3), pour la difT^renlielle dc 
I’arc de parabole 

ds = dy. 

D^s lors la formule ( 21 ) donne 

ce qui fait connaitre I’aire du secteur parabolique SFP. 


VII. — Aires des surfaces courbes. 

16. Consid^rons sur une surface (S) une region ferniee (R), a 
Tint^rieur de laquelle cette surface ne presente quc des points 
simpleSj et soil 

une representation de la surface, normale (Ch. I, n‘’® 5 et 6) au 
moins pour toute la region (R). A tout point dc (R) correspond, 
en consequence, un seiil couple (?/, p); et, cn tout point de (R), 
Fun au moins des determinants fonctionncls 

est different de zei'O. 

Nous aliens inscrire dans la region (R) une surface poljddrale 
a faces triangulaires dont les sommets seront ceux des mailles du 
r^seau m = const., ^' = const. ; puis nous sommerons lous ccs 
triangles plans. Soient 

M(«,r), Mi(jf -h i«, <)), Ms(w,r + Ap), ]\r( -(- Act, r -h At>) 

les quatre sommets d’une maille, supposes tons a I’inlcricur on 
sur le contour de la region. 

Ils ddterminent deux triangles MM.M^ et M'M.Ma dont nous 
ferons d^croitre indefiniment les dimensions ; raais on pcul I'c- 
marquer que, d’aprfes nos hypolb^ses, chacune dc ccs facelles 
pr^sentera un angle qui, ^tant celui des lignes coordonndes, ne 
tendra pas vers z^ro (Ch. II, n“ 1-i). 



Evaliions maintenant Taire T dii triangle MMiIVIo; elle est 
^gale (n° 11) au demi-produit de la base M 4 M 2 par la distance du 
sommet M a celte base. En appliquant cette regie et appelant ^r, 
y, z; y\, '^ 2 yJK 2 j -^^2 les coordonndes des trois sonamets, 
on trouve, par les formules de la Geometric analytique, 

•iT = [(a:i — 

D’autre part, on peat poser 


Xi — X = (xli -h ai ) Au, 
x^ — X =. {x'^ H- ) A{>, 


y\—y = (y'u-^ 

72— r = {y\»-^ P2)Ap, 


Zi— z Yi)Aw, 

-2— ^==(4 + Y2)Ap, 


les termes a^, Pi, s’evanouissant avec Az^, eta 2 , ^o, ^2 avec Ap. 
Par suite, il vient 


aT = \/[(x'a-^ h) — • Aw Ap, 

ce qu’on pent encore ecrirc 

2T = {\J(x‘„y[, — Ay'uf- -t- 0'«4— H- {^'u< — 40^ h- «] 


Ic termc s s'evanouissant avec Au et A^. Mais, d’apres nos bypo- 
tbcscs, Texpression qui pi'ccede e sous le radical ne devientnulle 
en aucun point de Ja region (R). Elle est d’ailleurs identique 
(Ch. 11, n" 13) au discriminant change de signe de I’el^ment li- 
ndairc 

ds^ = E du- -h *2 F du dv G d^^ 
dc la surface (S). Si done nous meltons aT sous la forme 
tPiT = (/EG — F2-t-r^) Au Ap, 

le premier tcrnic entre parentheses restera tonjours fini, tandis 
quo 7\ tendra vers zdro en memc temps que Az^ et Ap. 

Pour avoir I’aire T' du triangle M'Mi Mo, il faut, dans I’expres- 
sion de T, rcmplaccr EG — F- par la valeur que cette fonction 
acquiert au point M', e’est-a-dire pour les valeurs u + Au et 
p -4- Ap dcs param^stres. Par suite de la continuite de y, z et 
de leurs dcriv<5es par rapport a zz, p, pp, nous pourrons ecrire 


21' = (v/EG — F2 4- r{) Au Ap, 
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Ic terme V tendanl comme vi vers zero en meme temps que les 
accroissements Lu et Aw’. 

Soit S la somme de tous les couples de triaogles T elT' decou- 
pes sur la region (R); nous aurons 

S - P -H 

D^signons maintenant par (C) la region du plan des uv qui cor- 
respond a la region (R) et faisons decroitrc inddfiniment toutes 
les mailles du reseau consid^re. II suit du tlieoreme I (n*^ 8) que 
la somme S devient I’intdgrale double 

(22) A = f f v/KG — F^dudi^. 

J J^C) 

Par definition, cette integrate est V air e de Ui region (R). 

Sa valeur est iiidi^pendanle du reseau qu’on cmploic, pourvu 
que ce I'eseau jouisse des proprietes que nous avons attribuecs au 
reseau (z/, p). Soit, en effet, = const., = const, un autre rc- 
seau, donnant pour I’el^ment lineaire 

ds^ = lii d\ji\ 2F1 dii\ d 9 \ Gj d\?\. 

Si Ton se sert de ce reseau pour definir Tairc de la region (R), 
on arrivera a I’integrale double 



Gi — Ff du\ 


la region (C^) correspondant a la region (C) pr6cedcminent consi- 
der^e. Mais, d’apres une propri^t^ bien connue des determinants 
fonctionnels, on aura 


dui dvi dui dv du/ dpi di>i Oui) 


et deux identit^s analogues, d’oA resulte 


v/Ei Gi — Ff dill d^i 


= /EG — E2 ^ 


du 
dui 




du di> \ 
dvi dui/ 


dui d^i. 


On voit done (th^or^me II du n° 8) que n’est autre chose que 
I’inl^grale A, exprimee au moyen des variables et Vi . 



17. Ainsi la definition des ah'es courbes permet d’emplojer a 
leur evaluation tel syst^ine de coordonnees p) que I’on vou- 
dra, pourvii qu’a chaqiie point du lambeau de surface consi- 
dere (R) corresponde un seul point de la region correspondante 
dn plan des iw et reciproquement. 

Par exemple, si Ton fait usage des coordonnees cartesiennes 
rcctangulaires (x, y, il faudra qu’a chaquc point de la projec- 
tion (C) de (R) siir le plan des xy corresponde un seul point de 
cette region; ct, si Ton designe par q les deriv^es parfielles 
de par rapport a ^ et a y, la formule g^nerale ( 22 ) deviendra 



Or le radical soumis au signe d’int^gration est I’inversc du 
cosinus dc Tangle V que le plan tangent a la surface au point 
(x, y, g) fait avec Ic plan des xy, et dx dy est Tel^ment superfi- 
ciel dc cc plan. En se relcrant a Tenonce transfonne (n^ 9) du 
llicorcnie It du n“ 8, on conclut, sous les conditions specifiees 
ci-dcssus : Pour eKmlaer Vaire dUine region (R), on pent pro- 
jeter orthogonalenienl cette region sur un plan, decomposer 
en mailles par un reseau ciirviligne quelconque Vaire projec- 
tion (G) et sommer lesaires de toutes ces mailles, dis?isees cha- 
cune par le cosinus de V angle que fait le plan de projection 
aeec le plan tangent, mene d la surface en un point qui se 
projette d leur inter ieur ou sur leur contour, 

18. G’cst le plus souvent cn operant ainsi qu’on arrive, par une 
decomposition convenable de Taire projection (C), a simplifier 
le calcul dc Tintegrale (23). Void un exemple de ce precede. 

Soit a evaluer Taire de la region (R) que limite, sur le para- 
boloi’de 



la coLirbc le long de laquelle la normale a la surface fait un angle 
constant to avec Taxe 0-3. Dans le cas present, T^quation de la 
surface donne 
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La region (R) se projelte done sur le plan des xy suivant Tellipse 


(C) 


ai 


-H 


^ ^ L_ 

cos^o) 


— i = tang^o). 


Decoupons Taire de cette ellipse (C) en maillcs quadrangulaircs 
par line famille d’ellipses similaires 




rl 


tang2V, 


ou V variera de zero a oo et par line autre famille dc courbes, qu’il 
n’est pas necessaire de definir. 

Sommons Lous les elements de I’int^grale 


A = 



dx dv 
cos V 


C[ui correspondent aux inailles comprises entre deux ellipses voi- 
sines V etV-l-<^V, Comme cosV a la menie valeiir pour toutes 
ces mailles, il suffit de multiplier son inverse par Faire comprise 
entre les deux ellipses. OrFellipseV apouraire lotale-TDa^ Lang-V; 
Faire annulaii'e que nous considcrons, elant sa diircrcnticlle, a 
pour expression 

dizab tang^V ah dS , 

® COS'* V 


La portion de Fintegrale A qui cori'espond a ccltc aire est done 


. sinV 

2 t: ab — dy. 

cos* V 


En sommant tous les elements analogues qui correspondent aux 
valeurs de V comprises entre zero el co, on trouve 


A = 2 Tc 


/ 


sinV yy __ 'XT^ab / i 
cos*V ” 3 \ cos- CO 




Telle est Fexpression de Faire cherchde. 

19. Helicoides. — L’element superficiel de ces surfaces prend 
line forme simple quand on fail usage des coordonn^cs semi- 
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polaii'es r, 0, z. Si, en eflfet, z = est I’^qualion da profil de 
la surface dans son plan, on aura, pour les points de Fhelicoide, 

^=7'cos0, jK = 7’sinO, -3 = o(r) 7i0. 

Nous avons form^ (Ch. IX, n° 5) les coefficients de I’element li- 
ne ai re 

E = I 4- F = G = A2. 

De la rcsulte I’element superficiel 


v/EG — F2 dr = s/ r^(i -h <p'’- j ^ /^2 


On voiL qiic Taire de I’lielicoide, limllee par deux cjlindres r = /*o, 
y — R et par deux plans 0 = g** 9 == ®j pour mesure 


(M) 


A= / dO f /,.2(i^.cp'2)H-A2d'/- = (e-0o) / //•2(n-o’2)4-A2c7r. 


Surfaces da revolution, — Si Ton fait o dans la formule 
pr(5c6dcnlc, die se r^duit a 

/.U 

A = (0 — Oo) I r 

en designant par u I’arc de la meridienne, on pourra dcrire 


( 25 ) 


A=: (0- 


o) / rdu, 


a la condiiion que r soil positif entre ^<o el U. 

Pour uo segment de surface de revolution, la difference © — 6o 
est egale k air, en sorte que I’aire devient 


A = 



/’ du, 


formule qui pennettrait de retrouver les expressions oblenues en 
Gdoinelrie d]<5mcntaire pour I’aire lat^rale du cylindre, du Ironc 
de cone et dc la zone sph^rique. 

La relation (a5) conduit a un ^nonce g^om^trique elegant. 
Appelons I la longueur de Tare de meridienne qui engendre le 
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scg^mcnt consider^ ct 7*0 Is distance dti centre de gravite de cet arc 
a I’axede revolution. On a, d’apres la definition meme du centre 
de gravite, ^ 

J f j' dlt = 7 ’o h 
«o 

de sorte que la formule (aS) pent etre ecritc 


A = ^(0 — 6o)7’o* 


Ainsi Vaire engendree par itn arc de courbe plane qui toiirne 
autour d'line droiie de son plan et qui ne la rencontre pas 
est egale au produit de la longueur de cet arc par V arc que 
decrit son centre de granite. Ce theoremCj qui reinoiUc a Pappus, 
est souvent appele theoreme de Guldin. 

Appliquons-le au tore engendre par un cerclc dc rayon a tour- 
nant autour d’une droite de son plan, sitiiee a la distance b de son 
centre (on suppose b>a). La longueur de la ineridicnne esl 2710; 
pour engendrer le tore entier, elle lourne d’un angle egal a 271:; son 
centre decrit une circonf^rence dont la longueur est 2 77/7 ; par suite, 
Vaire totals du tore est egale it lyiz^ab. 


VIII. — Mesure des volumes; g^n^ralit^s et premiers exemples. 

20 . La mesure des volumes est liee a la ihdorie des inlegralcs 
triples comme celle des aircs a la th^orie des inldgralcs douhles. 

On sait que rintegrale triple d’une fonction F de trois coordon- 
nees JK, -g, dtendue a une portion (R) do Tespace, limiteo dans 
tons les sens, est definie d’une (aeon analogue a I’inlcgrale double. 
G’est la somme des volumes des pai'allelepipedcs rectangles inli- 
niment petits, de meme orientation, qu’on pent ddcouper dans le 
solide (R), multiplies chacuu par la valour que la fonction donnee 
F (^ 5^7 prend en un point ai'biiraircment choisi a son inlericur 
ou snr sa surface. 

On pent eivalner une int%rale triple par trois integrations sue- 
cessives, relatives a chacune des variables. 

Si I’on substitue aux coordonnees cartesiennes .r, d<\s 

coordonnees curvilignes e, (P, liees aux premieres ainsi qu’il 
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a <Sle dil (n° 8, llieorfeme II) pour les espaces k deux dimensions, 
on aura 



K y'u K 

a;' yl a' 

Xl\f '^tv 


du dv dw. 


la seconde sommalion s’etendanL a tous les petits parallel^pip^des 
rectangles de Tespacc (f/, p, fv), interieurs au solide qui, dans cet 
espacc, correspond an solide (R). 

]l rcsiiUc, cn parliciilier, de Pequation prcc^dente qiie la valeur 
d’linc intcgralc triple nc depend pas de rorienlation des parail6- 
lepipedes rectangles qui interviennent dans sa definition. 

21. litant donne un solide (K), limite dans tous les sens par 
dcs surfaces planes ou courbes, on le d^coupe en parallelepip^des 
rectangles, ajant tous la meinc orientation, d’ailleurs quelconque, 
et I’on soniine les volumes de ces solidcs elementaires, rendus tous 
infiniment petits. IJ integrcile triple 


(^ 7 ) 



dz 


est, par definition, le volume du solide (R). 

En raisonnant coinmc nous I’avons fait au n‘^ 9, on etablit que 
le volume un solide est la somme des volumes des solides 
(dimxentaires infiniment petits, d faces courhes, qui y sont 
decoupes par les surfaces d^un systeme triple quelconque, sous 
les conditions sus-visecs. 

Jj’evaluation d’un volume cst notablement facilitee, quand on 
pent la rnmener a des integrations simples dans lesquclles la 
function qu’on integre ne contient que la variable d’integration. 
On y arrive souvent par rcinploi de coordonn<5es curvilignes con- 
vcnables. Mais, avant d’appliquer ce precede, nous ^tudierons 
deux transformations generales de I’integrale (27), consistant dans 
la sommalion de ses elements, soil par tranches parallHes, soit 
par filets prismatiques. 

22. Si I’on reunit tous les solidcs <^lcmcnlairesconipris entre les 
deux plansx;et-5-f-<^^jOn devra eJTectuer d’abord I’integrale double 
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^tendue a toute la section que le plan z determine dans le solide 
propose. Cette int^grale n’est autre chose que I’aire memo A(;3) 
de cette section. On n’aiira done plus qu’a integrcr la difTerentielle 
k{z)dz entre les valeurs de ^ qui correspondent aux points 
extremes du, solide. 

L’application de ce proced^ est avantagense quand Ic solide 
propose est tel que Ton connait sans calcul I’aire des sections qui 
y sont faites par une s^rie de plans parallMes. 

Tetraedre, — Prenons pour origine Tun des sommets, pour 
plan des xy un plan parallele a la base, et soil It la hauteur coi'- 
respondant a cette base, dont I’aire sera designee par B. Celle 
de la section faite par un plan z ^tant egale a nous aurons 

le volume cherche en multipliant cette aire par dz et integrant 
entre les limites zero et h. On trouve ainsi que le volume d\in 
Utraedre est egal a a tiers du prodidt de sa base par sa> 
hauteur. On ne procede pas autremenl en Geometric elcmcutaire, 
pour arriver k ce resullat capital. 

ParaholoXde elliptique. — Soil a evalucrlc volume du segment 
que detache du paraboloide elliplique 



le plan mene perpendiculairement a son axe a la distance h du 
sommet. La section faite par le plan ;; est unc ellipse, cl’airc egale a 
^'izsjab z. Multipliant par dz et integrant entre les limites o et//, 
nous trouvons 

V = Tc \J ab /#2 = ^ ah h, 

0r27z\^/abh estPaire de la base du segment. Done, le volume du 
segment est egal au demi-produit de sa base par sa hauteur. 

Tht^oreme. — Si deux solides sont tels que tout plan paral- 
lele a un plan fixe y determine deux sections d'aires equiva- 
lenies, deux plans quelconques, paralleles a. ce plan fixe, en 
detachent des segments de memo volume. 

En efFet, si les sections des deux solides par le plan ont mcme 
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aire A(^), les volumes consideres auroulla meme expression 



oL, par suite, scront e^aux. 

Cc llieorcme, qui generalise ime propidete fonclamcnlale de ia 
pyramide, jiermcuraffirmer que, si trois solides sont telsque tout 
plan pavallele a an plan fixe determine dans le premier une 
section d\tire equiealente d la somme ou a la difference des 
aires des sections qidil determine dans les deux autres, deux 
plans quelconcjaeSj paralleles d ce plan fxCj detachent du pre- 
mier solide un segment dont le volume est egal d la somme 
OIL d la difference des volumes des segments qidils detachent 
des deux autres solides, Les quadriques a centre vont nous four- 
nil’ un cxcmplc de cetlc regie. 

Considerons d’ubord I’ellipsoide 

- 3^2 ^2 


le cylindre circonscril paralleleinent a Taxe des et le cone 





= o, 


qui a pour soinmcL Ic ccriLrc de I’ellipsoide, et pour directrice la 
section du cylindre prec<^dent par le plan tangent mene a I’ellip- 
soi’dc on I’un des sominets sitings sur I’axe des Tout plan z coupe 
I’cllipsoide suivant une ellipse dont I’aire 

izab ( i — ^ Tzab — nab"^ 

\ / c- 

cst la difference des aires des ellipses suivant lesquelles il coupe le 
cylindre circonscrit et le cone consider^‘. Done, deux plans 
paralleles au plan des xy detachent de Vellipsoide un seg- 
ment dont le volume est egal d la diff'erence de ceux des seg- 
nients qu!ils detachent du cylindre circonscrit parallelement 
d V axe des z et du cone (29). 

En raisonnant de metne pour les liyperboloi'des, on arrive aux 
resultats sulvants : Etant donnes un hyperboloide d une nappe, 
R. 
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sort cone asymptote et le cyliiidre qiii lui est ciixonscrit paral- 
lelement a son axe non iransoerse, deux plans perpendiculaires 
it Vaxe non trans^xrse detachent de V hyper holo'ide, da cone el 
du cylindre des segments dont le premier a an volume egal a 
texces du volume du second sur celui du troisieme. Pour I’liypcr- 
boloide a deux nappes et les segmenls qu’en dc^aclicnl des plans 
perpendiculaires a son axe transverse, on considercra, avee Je cone 
asymptote, le cylindre circonscrit a V hyperboloide conjugue, 
parallelement d Vaxe non irans^'crse de ce dernier. Le volume 
detache de F hyperboloide a deux nappes est la dillVu’encc entre le 
volume detache du cone et le volume detache du cylindre. 

On verrait d’ailleurs aisement que les enonces |>r(5cedenls 
s’etendent aux segmenls detaches des quadri([ucs a centre par 
des plans parallcles a un plan diametral. 

23. Revenons a Fintegrale (27) pour sommer scs elcmcnls par 
filets prismaiiqueSy c’esl-a-dirc en reunissant ions ceux (jue tra- 
verse une parallilile a I’axe des -3. Cc mode de groupement est 
plus naturcl, quand le solide propose est un irouc de cylindre 
ferm^ a base courbe, dont les gench-alrices sont parallcles a Faxe 
des z, Le plan de I’une des bases elantpris pour plan des jy^ soil 
z=f{x^y) Fequation de la surface qui lorine Fantrebase; la 
fonction / n’a qu’une valour cn chaque point {x^y) inlericur a la 
section droitc, et conserve dans loiite cello region un signe inva- 
riable, qiFon peut supposer etre le signe plus. L’integration, etant 
etendue a tons les (Elements do volume qui on I une arele dirigee 
suivant la perpendiculaire au plan des xy au point ) donne, 
pour volume du filet prismatique, 



11 reste a sommer tons les filets qui reposent sur la base plane du 
cylindre, ce qui donne 

(3o) \ r r zdxdy, 

d v'(B) 

1 integrale double s etendant a Loiite Faire (R) do cette section 
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droiLc. On poiirra crailleiirs, pour I’^valiier, employer tel sjstemc 
de coorclonnccs curviligncs qui conviendra. 

Si ]a surface z-=zf{^x^y) est un plan, le centre dc gravity do 
celte l)asc est cn un point dont la coordonnee Zq est definie par la 
relation 

- C C ^ r r ^ 

(Bj J cosX 

oil 1 designc I’angle des deux bases. On a, d’apr^s cela, V= BiJoj 
cn dcsignant par B Taire de la base sitiiee dans le plan des xy, 
Ainsi, le volume cV an tronc de cylindre a bases planes est e gal 
au prodidt de Vane des bases par la distance dii centre de 
gras-dte de la seconde base au plan de la premiere. Get enoncc 
n’exige pas que le tronc de cjlindre soit droit. On remarquera 
quc le resultat est indcpendant de rorientation nuiLuelle des deux 
plans dc base; il faut sculement quc cliacun d’eux rencontre 
loutes Ics generatrices. 

La sommation par fdcLs prismaliqiies s’appliquc a im tronc dc 
cylindre ferine, ayant ses generalrices paralleles a O^, el pour 
bases des portions de deux surfaces 


-1 ^Jdoc.y), z. ^M^,y), 


Si Ics deux fonctions et ont une seule valeur en tout point 
{x^y) interieur a la section droile dii cylindre, et si la difference 
— f{ reste positive dans toute cette region, il suffira de decompo- 
ser le solidc en deux troncs, ayant chaenn comme base une sec- 
tion droite (B), pour voir quc son volume est reprosente par 
I’integralo double 


< 30 / 



-i ) dx dy. 


Cette rcmarqiie perinet d’exprimer par une integrale double le 
volume compris sous une surface fermee que toute paralUle a 
I’axc 0 ::j rencontre en deux points seulement. Il suffit, en effet, 
dans Fintegrale (3o)' d’entendre par (B) la section droile du cy- 
lindre circonscrit parallclemen t a I’axe O:; et par z^^ les z des 
deux points oii la surface est rencontree par la perpendiculaire 
elevee sur le plan des xy cn un point (j?, y) de la base (B). 
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IX. — Volumes en coordonn^es curvilignes. 


24. Nous allons, en vue des applications, calculer, cn cooidor 
nees semi-polaires et en coordonn(§es polaires, Tcxprcssion qi 
est soumise au signe d’integration dans le second mcnibrc de ] 
formulelbndamentaJe ( 26 ), particularisee par I’hjpoLlicse F = ] 
Nous avons ainsi 


f f f da? cly dz=: f f T J dit 

J J J(R) J J 


r/p c/tr. 


en designant par J le determinant fonctionnel 



y H. 


fv -P 


y^ tv 


de z par rapport aux nouvclles variables r, (V. 

Dans le passage au sjsteme semi-polaire, la coordonnee z n 
changeant pas, J se reduit au determinant fonctionnel de ,r, y pn 
rapport a r et 0 , qui a ete calculc deja (n*' 13) et trouve egal a / 
On a done 

( 3 r) I dr dz dO = r dr dz r/0. 

Pour les coordonnecs polaires p, 0 Ics relations ((>) donnoi 

( 32 ) J i/p d^ d^ = p2 sint|^ d')^ dO. 

On arrive sans calcul a ce resultat en profitant dc la Lransforma 
tion precedente et remplagant, dans cbaqnc plan 0 = const., U 
coordonnees rectangulaires r par les coordonnees polaires p, '1 
ce qui conduit a ecrire psintj/ et p dp di au lien do /* et dc drdz 
Nous allons faire iinmcdiatement unc application dc ce derni( 
resultat. Ayant 

(32/ j I da!dydz=^ff f p2 sin <70, 

nous supposerons que la region (R) soil limilec par une surfac 
qui re peut 4trerencontree en plus de deux points par une droiK 
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A cliaque couple (tj;, 0) correspondra line seiile valeiir de p, e 
nous pourrons effccLuer une premiere integration par rapport a o 
ce qui donnera 

V — ~ ^ do J' p3 sill 6 

rintegralc relative a A s’etendant a toute I’aire d’une sectior 
0 = const. Si I’originc des coordonnees cst a Pinterieur de la sur- 
face, A varicra de o a t:. Si Torigine est nn point dc la surface 
Tune des llmites de sera o ou ti: (suivant la direction choisi( 
])Oiir Oz); I’antrc sera, en gcnt'u'al, variable avec 6 . 

Comme cxemplc, considerons une surface qiiclconque, don 
Ics deux rayons do courburc principauxsoient positifs en un poin 
simple O pris pour origine ; si Ton prend pour plan des xy Ic plar 
tangent en O, pour plans des cL des les plans des section* 
])rincipales relatives a ce point, cL qu’on cbcrclic lelieu des centre* 
de courburc, relatifsau point O, dc loutes les sections planes d( 
la surface qui jiasscnl on ce point, on verra facilemcnl, a I’aide di 
th<5orenic de Meusnier ct dc la relation d’Eulcv (Cli.VIl, n*^^! etS) 
<|uc la surface cbcrchec a pour equation 

O’est une surface fermee, admettant I’axe O-:? comme droit( 
double el langente a I’originc au plan des ccy. Pour trouver le vo 
luinc V qu’elle limitc, nous emploierons son equation en coor- 
donnecs polaircs, qui est fort simple, 

RtRg cos 4* 

^ Ri cos^O H- Rv, sin^O 


Quel qiic soil 0, les valours limites de i sont - cL o. On a done 




3 


/ ■ - ■ / 005^4 sin4a4. 

(Ricos2 0-+-R2sui2 0j3 ^ ^ 


L’intecrale relative a A est egale a 7 . Faisant le cliangement d 


variable tangO : 




(RiRsV^ 





6 
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II n’y a plus malntenant qu’a effectucr rinlcgralion iucllqucc. On 
trouve ainsi, tons calcnls fails, 




It ^ Hi H2 


(3Rf + 2 R 1 R 2 


3R1). 


Telle est Texpression du volume clicrcliu. 


25. Voici quelques consequences cle la formule (3 i) relative aux 
coordonnees semi-polaires. Le volume d’un solidc (R) el ant 


(3iy 




r dr dz r/O, 


le coin Jimite par deux plans 0 =r 80 cl 0 ~ B, Ic cjlindre ;* a, 
le plan x; = o el ime surface z = 0 ) aura pour volume 



^)dr. 


Appliquee a I’liclicoyde a plan dirccLeur ^ = AO, celle formuK 
donne 


v = — re-fjo). 


Elle convient d’ailleiirs a un lielicokle qnclconqnc cp(/*) -I - AO, 
pourvu qiie la fonclion <0 n’ait qu’unc valour entre /• o oA /• . r/, 

II siiffit d’integrer la fonclion 

Servons-noiis maintenant dc la rclalion (3i)' pour (h'uiuei* 1<‘ 
volume compris entre unc surface dc revolution aulour d(‘ O^, 
deux de ses mcrldiens 0 = 0 „, 0 = B cl deux de ses parallcl(‘s 
z = Zqj z = Ce volume est 

(33) V = jT^rfO JJj- dr dz = 2-^ - r-j ) dz, 

si Ton suppose qiic tout parallole rencontre la mcriciicnne en ciciix 
points seulement, aux distances /-j ct r., de I’axe ct d’mi 

ineme cote de cet axe. On voit qu’il n’y a plus cpi’a cU'cctucr iiru; 
quadrature en tenant coiuptc des deux cxpi’essions 

7 - 1 = 01 ( 3 ), 7 - 2 = 02 ( 3 ), 

qui seronl conmies quand on connaitra la ra^ridienne. 
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Le trapeze (A), que les plans z = Zq, z = Z detachent du plan 
de la mei'idienne el dont celle-ci forme les deux cotes (Fun pent 
d’ailleurs etrc Faxe lui-ni^mej /•^ = 0 ), a iin centre de gravite dont 
la distance /'o a I’axe est dcfinie par la relation 


^’0 



dr dz = 



r dr dz. 


En consequence, I’eqnation (33) s’ecrit 
V== Aro(e~-0o), 

si Fon represente par A Faire du trapeze generateur de la sur- 
face ; on voit que Ic facteur qui multiplie A est la longueur de Fare 
de ccrcle decrit par le centre de gi'avite. De la, par une generali- 
sation facile, on lire cette conclusion : 

Quand un contour plan ferme tourne auiour d'line droite 
sitaee dans son plan, mais ne le rencontrant pas, le volume 
fjidil engendre est egal au produit de Vaire comprise sous 
ce contour par la longueur de V arc de cercle que decrit son 
centre de graoite, 

Cc theoreme, souvenl aUribu6 aGuIdin, etait connu de Pappus. 
Si on Fapplique au tore engendre par un ccrcle do rayon tour- 
nant autour d’une droite dc son plan, situ^e a une distance b de 
son centre, on volt que le volume total enferme par cette surface 
est egal a pourvu que a soit infexdeur a b. 
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